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Sazˇetak
U ovom radu c´emo izgraditi spinorni formalizam klasicˇne opc´e teorije re-
lativnosti, od formalnih algebarskih svojstava, do ponasˇanja na mnogos-
trukosti. U tom formalizmu su definirane sve poznate tenzorske velicˇine,
kao Riemannov tenzor i tenzor elektromagnetskog polja. Dobivamo spinorni
ekvivalent Maxwellovih jednadzˇbi, te ekvivalent Einsteinovih jednadzˇbi po-
lja. Komponente kovarijantne derivacije spinorne baze daju 12 kompleks-
nih skalara, koje pomoc´u Newman-Penroseovih jednadzˇbi opisuju vrijeme-
prostor. Pomoc´u spinornog formalizma postuliramo jednadzˇbu gibanja bez-
masenih cˇestica proizvoljnog spina u zakrivljenom vrijeme-prostoru. Poka-
zujemo uporabu spinornog formalizma u opisu svjetlosnih kongruencija i u
dobivanju Goldberg-Sachsovog teorema.
Spinors in General Theory of Relativity
Abstract
In this thesis the spinor formalism of the classic general theory of relativity
is built, beginning with formal algebraic properties, up to the behavior on
manifolds. All the famous tensorial objects like the Riemann tensor and the
electromagnetic field tensor are redefined inside the spinor formalism. The
spinor equivalents of the Maxwell field equations, and the Einstein field equ-
ations are found. We get 12 complex components of the covariant derivative
which are enough to describe the space time, with the help of Newman-
Penrose field equations. We postulate the equation of motion of massless
particles of arbitrary spin in curved space-time. Also, The use of the spinor
formalism is shown in the description of light congruences and in the proof
of the Goldberg-Sachs theorem.
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1 Uvod
Spinori su se prvi puta pojavili u Kleinovom radu [1] pomoc´u kojeg je pojednostavljen
opis klasicˇnog zvrka. Dublje matematicˇko razumijevanje spinora je dao Cartan 1913
[2]. godine. Nadalje, otkric´em pojave spina i Diracove jednadzˇbe spinori poprimaju
potpuno novu vazˇnost.
U opc´oj teoriji relativnosti se zbog svojih algebarskih svojstava pojavljuju kao po-
godna reformulacija uobicˇajene tenzorske teorije. U spinornom formalizmu pokazat
c´e se da neki racˇuni postaju vrlo jednostavni, posebno kad se promatra Einstein-
Maxwellove jednadzˇbe jer je tada tenzor energije i impulsa dan vrlo jednostavnim iz-
razom. S druge strane spinorni formalizam daje prirodan nacˇin dolaska do Newman-
Penroseovih jednadzˇbi gravitacijskog polja. To su diferencijalne jednadzˇbe prvog
reda koje sa svojih 12 nezavisnih kompleksnih skalara, pomoc´u kojih je opisano
vrijeme-prostor, predstavlja veliko pojednostavljenje nasuprot 24 realna skalara, kada
bi se koristili realni vielbeini, ili 40 nezavisnih cˇlanova koneksije. Nadalje spinori su
prirodan nacˇin opisivanja cˇestica proizvoljnog spina u zakrivljenom prostoru, te time
predstavljaju moguc´nost neke buduc´e formulacije kvantne gravitacije.
Glavni dio formalizma i koraka u ovom diplomskom se zasniva na knjigama Pen-
rosea i Rindlera ( [5] i [6]), te donekle na knjizi P. O’Donnella [4].
1.1 Konvencije
Zgodno je na pocˇetku ovog rada izlozˇiti konvencije koje su koriˇstene u knjizi. Za
pocˇetak signatura metrike je dana kao:
ηab = diag(+,−,−,−) (1.1)
Riemannov tenzor je dan kao:















Polazec´i od formalne definicije spinora istrazˇuje se osnovna algebra spinora, te neki
standardni spinori razlicˇitih rangova, kao npr. spinori baza {o, ι}, i Levi-Civita spinor
AB. Uvest c´emo u poglavlju 2.3 zapis apstraktnih indeksa koja olaksˇava pisanje
spinornih i vektorskih izraza bez potrebe pozivanja na neku odredenu bazu. Izvest
c´emo vazˇan identitet (2.49) koji c´emo koristiti kroz cijeli rad.
2.1 Osnovne definicije i svojstva spinora
Pregled definicija vektorskih prostora dan je u Dodatku A.
Spinori su elementi vektorskog prostora definirani nad poljem kompleksnih bro-
jeva. Spinori valencije (ranga) 1 su elementi dvodimenzionalnog vektorskog prostora
S. Za njih je definiran unutarnji produkt:
Definicija 2.1. Neka ζ, η ∈ S. Binarna relacija unutarnjeg produkta [ , ] : S × S → C
ima svojstva:
1. Antisimetricˇnost, tj. za svaki η, ζ ∈ S vrijedi:
[ζ, η] = −[η, ζ] (2.1)
2. Bilinearnost, tj. za svaki a, b, c, d ∈ C, te za svaki spinor ζ,φ, γ i η iz S vrijedi:
[aζ + bφ, cγ + dη] = ac[ζ, γ] + bc[φ, γ] + ad[ζ, η] + bd[φ, η] (2.2)
3. Nedegeneriranost,tj. postoji jedinstvena nula 0 ∈ S , takva da za svaki ζ ∈ S
vrijedi:
[ζ,0] = 0 (2.3)
Napomena 2.1.1. Iz svojstva antisimetricˇnosti ((2.1)) slijedi:
[η, η] = −[η, η]⇔ [η, η] = 0 (2.4)
Napomena 2.1.2. svojstvo nedegeneriranosti produkta ((2.3)) znacˇi da postoji jedins-
tvena nula tog vektorskog prostora, iz cˇega bi slijedilo :
[ζ, η] = 0∀η ∈ S ⇔ ζ = 0 (2.5)
To se svojstvo josˇ mozˇe iskazati na sljedec´i nacˇin: za dva linearno nezavisna spinora
ζ, η ∈ S, gdje ζ, η 6= 0, nuzˇno slijedi [ζ, η] 6= 0
Napomena 2.1.3. Za dva linearno zavisna spinora ζ, η ∈ S; ζ, η 6= 0 slijedi iz aζ+bη =
0; a, b ∈ C; a, b 6= 0⇒ ζ = − b
a
η:
[ζ, η] = − b
a
[η, η] = 0 (2.6)
Buduc´i da je produkt dva linearno nezavisna spinora koja su razlicˇita od nule
razlicˇit od nule, to svojstvo mozˇemo iskoristiti za definiranje spinora baze, kojih po
definiciji spinora valencije 1 mora biti tocˇno 2.
2
2.2 Spinorna baza
Dva spinora {o, ι} cˇine ortonormiranu spinornu bazu ako vrijedi:
[o, ι] = −[ι, o] = 1 (2.7)
[o, o] = [ι, ι] = 0 (2.8)
Sada svaki ζ, η ∈ S mozˇemo napisati pomoc´u o i ι:
ζ = ζ0o+ ζ1ι
η = η0o+ η1ι (2.9)
gdje su ζ i, ηi ∈ C, iz cˇega slijedi:
[ζ, η] = [ζ0o+ ζ1ι, η0o+ η1ι]
= ζ0η1[o, ι] + ζ1η0[ι, o]




apstraktnih indeksa” koju je uveo Penrose (vidi [5]), a
koristi se i u O’Donnellovoj knjizi [4].
U zapisu pomoc´u apstraktnih indeksa ζA oznacˇava spinor iz prostora SA, a ζB bi
bio spinor iz prostora SB. Prostori SA i SB predstavljaju identicˇne kopije prostora S,
a njihove je elemente moguc´e preciznije definirati kao uredeni par: za neki ζ ∈ S
ζA ≡ (ζ, A) ∈ S ⊗O (2.11)
gdje je O skup oznaka {A,B,C, . . .}. Iz toga slijedi da nije moguc´e nac´i neki a ∈ C
takav da vrijedi ζA = aζB.
Definicija 2.2. Mozˇemo definirati vanjski produkt dva spinora kao par dva spinora
(ζA, ηB) ∈ SA × SB, a pisat c´emo jednostavno ζAηB. Vanjski produkt ima sljedec´a
svojstva, uz ζA ∈ SA, ηB ∈ SB, i αC ∈ SC:
1. komutativnost
ζAηB = ηBζA (2.12)
2. asocijativnost
(ζAηB)αC = ζA(ηBαC) (2.13)
3. distributivnost
(ζA + ηB)αC = ζAαC + ηBαC (2.14)
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Napomena 2.2.1. Opc´enito vrijedi ζAηB − ζBηA 6= 0, jer ζA 6= ζB i ηA 6= ηB.
Ovaj zapis c´e biti koristan pri racˇunanju izraza koji vrijede bez obzira na odabir
baze u kojoj se radi. Za detaljnije objasˇnjenje mozˇe se pogledati prvu knjigu od
Penrosea i Rindlera [5].
Definicija 2.3. Oznake SABCD... c´e oznacˇavati prostor SA × SB × SC × SD × . . .
Definicija 2.4. Dualni vektori se definiraju kao preslikavanje iz vektorskog prostora
u polje nad kojim je definiran vektorski prostor. Dualni vektor je element dualnog
vektorskog prostora.
Napomena 2.4.1. rijecˇ vektor c´e se koristiti u apstraktnom smislu kao element opc´enit-
og vektorskog prostora. U tom smislu su i spinori i 4-vektori vektori.
Po definiciji dualni ekvivalent spinora η bi bio objekt [η, ] jer [η, ζ] ∈ C. U za-
pisu pomoc´u apstraktnih indeksa dual oznacˇavamo sa indeksom dolje, npr. dual od
spinora ζA je [ζA, ] ≡ ζA. Dualni spinorni prostor oznacˇavamo kao SA (ζA ∈ SA).
Napomena 2.4.2. u produktima moraju biti vektori iz istih vektorskih prostora, tj.
nije moguc´e racˇunati [ζA, ηB]
Isto kao sˇto dual od ζA gledamo kao preslikavanje sa SA u C, tako isto mozˇemo
gledati da je ζA dual od ζA, tj. da je ζA preslikavanje ζA : SA → C, te vrijedi ζAηA ≡
ηAζ
A. Treba napomenuti da iako je svako preslikavanje g : SA → C po definiciji
element iz SA, ne mora nuzˇno svako preslikavanje f : SA → C biti element iz SA,
premda na prostorima koje mi promatramo to vrijedi, te njih nazivamo refleksivni
prostori (za primjer kada ne vrijedi da je SA cijeli dualni prostor od SA pogledati u
fusnoti na str. 79 u [5]).
Definicija 2.5. Kompleksna konjugacija preslikava spinorni SA prostor u njemu anti-
izomorfni (pogledati C.8) konjugirani spinorni prostor S¯A′, a analogno vrijedi i za
dualne prostore: SA → SA′ .
Uvodimo oznake valencije. Vec´ smo spominjali da je ζA spinor valencije 1, no
odsada c´emo rec´i c´emo da je valencije (1, 0; 0, 0). Za ζA c´e biti valencije (0, 0; 1, 0), ζA
′
(0, 1; 0, 0), a ζA′ (0, 0; 0, 1).











α(i)A1 · · · β(i)Apη(i)A′1 · · · ζ(i)A′qµ(i)B1 · · · θ(i)Brν(i)B′1 · · ·λ(i)B′t (2.15)
gdje je suma po i formalna oznaka, te znacˇi da je γ sagradena od linearnih kombina-
cija vanjskih produkata spinora, dualnih spinora, i njihovih kompleksnih konjugata.








∈ SA1 × . . . SAp × SA′1 × . . . SA′q × SB1 × . . . SBr × SB′1 × . . . SB′t
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V (i)a1 · · ·W (i)anX(i)b1 · · ·Y(i)bm (2.16)
vrlo slicˇno spinorima, ali s tim da nema kompleksne konjugacije jer su 4-vektori
elementi vektorskog prostora definiranog iznad polja realnih brojeva.
Napomena 2.7.1. Definiciju vanjskog produkta smo prosˇirili i na dualne i konjugirane
prostore na
”
prirodan” nacˇin, te se prenose i na objekte opc´enitih valencija, tj. spinore
i tenzore. Taj vanjski produkt zadrzˇava sve svoje osobine.
Definicija 2.8. Levi-Civita AB se definira u relaciji:
[ηB, ζB] ≡ ηBζB ≡ ABηAζB (2.17)
⇒ ABηA = ηB (2.18)




Prema tome Kroneckerova delta se mozˇe koristiti kao operator unutarnjeg pro-
dukta δAB : S
B × SA → C Uzmimo primjer opc´enitog spinora gdje pomoc´u delte
















Definicija 2.10. Uvodimo operaciju preimenovanja objekata gdje skup oznaka npr.
spinora {A,B,C, . . .} zamijenimo drugim skupom {D,E, . . .} koji nije nuzˇno razlicˇit
u svim komponentama od prvog skupa no mora ostaviti isti rang spinora. Ta operacija
komutira s ostalim, prije definiranim operacijama, s tim da ne mozˇe razdvojiti dva









Permutacija simbola je poseban slucˇaj te operacije, npr.: βAB → βBA, te opc´enito
vrijedi βAB 6= βBA
Napomena 2.10.1. Nije moguc´e preimenovati A u A′ jer S nije isto sˇto i S¯, te bi ope-
racija preimenovanja mijenjala valenciju spinora. No moguc´e je formalno mijenjati















Napomena 2.10.2. iz definicije unutarnjeg produkta kao antisimetricˇnog mozˇemo za-
kljucˇiti i da je AB = −BA
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2.4 Raspis vektora u bazi
Kako bismo razlikovali apstraktne indekse vektora od indeksa koji oznacˇavaju razlicˇi-







Xav aa ≡ Xav aa (2.23)
gdje vaa predstavljaju vektore ortonormalne baze, a zadnji znak ekvivalencije oznacˇava
da c´emo od sada za podebljane indekse podrazumijevati da vrijedi Einsteinova ko-
nvencija za sumaciju po ponovljenom indeksu, i josˇ c´emo zahtijevati da je jedan
indeks gore jedan dolje ako se po njemu sumira.
















0 a 6= b
1 a = b
(2.26)














Odgovarajuc´a baza za spinore bila bi {oA, ιA} za v A1 i v A2 i {−ιA, oA} za v 1A i v 2A .




1 = ζ0η1 − ζ1η0 (2.29)
⇒ ζ0 = −ζ1, ζ1 = ζ0 (2.30)





gdje je redoslijed pisanja indeksa odreden konvencijom.




⇒ ABACηC = δCBηC
⇒ BACA ≡  CB = δCB (2.32)
gdje je u zadnjem retku iskoriˇstena antisimetricˇnost AB, te svojstvo da je Levi-Civita
AB spinor podizanja i spusˇtanja indeksa.
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Teorem 2.1. Vrijedi jednakost izmedu spinora baze v CB i Levi-Civita spinora zapi-
sanih u bazi  CB :








 CB = −CB (2.34)
Dokaz. Slijedi manipuliranjem Levi-Civita spinora































Jednadzˇbe (2.37) i (2.38) su u matricˇnom zapisu iz kojeg se ocˇitavaju vrijednosti
tako da prvi indeks oznacˇava redak matrice, a drugi stupac matrice.
Mnozˇenjem dva Levi-Civita simbola dobije se:
AB
















= oAιB − ιAoB (2.42)
2.5 Jacobijev identitet i spinori
Definicija 2.11. Uvodimo oznaku normirane antisimetrizacije spinora:
γ[ABC...] = −γ[CBA...] = γ[CAB...] = . . . (2.43)
Na primjer za dva jednovalentna spinora operacija antisimetrizacije je:
ζ [AηB] ≡ 1
2
(ζAηB − ζBηA) (2.44)
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Definicija 2.12. Normirane simetrizacije se oznacˇava:
γ(ABC...) = γ(CBA...) = γ(CAB...) = . . . (2.45)
Na primjer za dva jednovalentna spinora to je:
ζ(AηB) ≡ 1
2
(ζAηB + ζBηA) (2.46)
Teorem 2.2. Jacobijev identitet za Levi-Civita spinore glasi:
A[BCD] = 0 (2.47)




Vidimo da je izraz (2.48) nuzˇno jednak nuli jer B,C,D ∈ {1, 2} pa c´e nuzˇno biti
ponovljena dva indeksa.
Teorem 2.3. Svaki spinor antisimetriˇcan u dva indeksa ,npr. A i B je proporciona-



















(ABCD + ACDB + ADBC) = 0 (2.50)
Mozˇemo nadalje preslozˇiti i racˇunati:
ABFG = −AF GB − AGBF \ CF DG
AB
CD =  CA 
D
B −  DA  CB \ γ...CD...
ABγ
C
...C ... = γ...AB... − γ...BA... = 2γ...[AB]... (2.51)
gdje je  CB = δ
C
B .
Lema 2.3.1. Svaki spinor (i tenzor) mozˇemo razdvojiti na simetriˇcni i antisimteriˇcni
dio tako da vrijedi:















3 Veza spinora i tenzora
Za potpuno refleksivne vektorske prostore (pogledati dodatak D), sˇto je i spinorni
prostor, vrijedi da vektorski prostor nastao vanjskim produktom potpuno refleksivnih
vektorskih prostora je takoder potpuno refleksivan. Promotrimo naredni primjer:
Neka je ζ, η, γ ∈ S, onda ζAηBγC ∈ SA × SB × SC . Novi prostor od interesa je
T ≡ S × S × S∗, gdje je S∗ dualni prostor od S. Sada neka je F,G,H ∈ T. Svojstva
se prenose iz spinornog prostora jer je po definiciji potpuno refleksivnog vektorskog
prostora (D.2) svaki element iz T moguc´e napisati kao vanjski umnozˇak spinora.
Sada je moguc´e je po uzoru na spinorne oznake pridruzˇiti prostoru T indekse
{A,B, C,D, . . .} tako da FA ∈ TA, a dual od FA je FA.




Mogli bismo nastaviti npr. sa definicijom objekta unutarnjeg produkta u prostoru
T po uzoru na Kroneckerovu deltu , koja bi bila sagradena od umnosˇka tri Kronecke-





3.1 4-vektori kao produkt spinora
Spomenuta svojstva spinornog prostora sluzˇe za definiciju novog vektorskog prostora
za kojeg c´e se pokazati da odgovara upravo 4-vektorskom prostoru.
Definicija 3.1. Neka je vektorski prostor L dan produktom S i S¯:
L ≡ S × S¯ (3.2)
Za prostor L uvodimo skup oznaka {a, b, c, d, . . .} tako da:
SA × SA′ 3 vAA′ ≡ va ∈ La (3.3)
Vektor va nazivamo kompleksnim 4-vektorom jer :
va = vAA′ = v¯A
′A = v¯a (3.4)
Iako je rezultat konjugacije vektora v vektor istog tipa (valencije), opc´enito vrijedi:
v 6= v¯. Ako je v = v¯, onda v nazivamo realnim 4-vektorom, a skup L skupom 4-
vektora.
Svojstva unutarnjeg produkta vektora slijede iz svojstava unutarnjeg produkta
spinora. Neka su v(1), v(2) ∈ L, te oznacˇimo unutarnji produkt s tocˇkom :
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1. komutativnost:











a = v(2) · v(1) (3.5)
Napomena 3.1.1. za jednakost (3.5) treba rec´i da vrijedi ζAηA = ζBηB jer obje
strane jednakosti, one sa indeksom A i one sa B, oznacˇavaju unutarnji produkt
ista dva vektora (spinora)
2. bilinearnost direktno slijedi jer Levi-Civita AB ne djeluje na skalare, pa oni
komutiraju:
ABa = aAB (3.6)
3. nedegeneriranost slijedi direktno iz nedegeneriranosti unutarnjeg produkta spi-
nora.






























′ − ιAιA′) (3.10)

































a = . . . = 0 (3.13)
time smo dokazali da postoji baza sastavljena od realnih 4-vektora (realnost se
provjeri konjugacijom) za koju vrijedi
baib
a
j = ηij (3.14)
gdje je ηij =

0 i 6= j
1 i = j = 0
−1 i = j, i, j ∈ {1, 2, 3}
(3.15)
kao sˇto se trazˇi u definiciji vektorskog prostora sa signaturom (+,−,−,−) .
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Definicija 3.2. Definiramo tenzore gab i gab po uzoru na uporabu u (3.5) kao:
gab = ABA′B′ (3.16)
gab = ABA
′B′ (3.17)




spusˇtanja” za 4- vektore. U {bai}

















= tatb − xaxb − yayb − zazb (3.20)
Definicija 3.3. Definiramo bazu sa 2 realna i 2 kompleksna 4-vektora s Lorentz-
normom (pogledati dodatak B.1) jednakom nuli. Ta baza je nastala vanjskim pro-
duktom vektora spinorne baze:
W a00 ≡ la =
1√
2
(ta + za) = oAoA
′
(3.21)
W a11 ≡ na =
1√
2
(ta − za) = iAiA′ (3.22)
W a01 ≡ ma =
1√
2
(xa − iya) = oAiA′ (3.23)
W a10 ≡ m¯a =
1√
2
(xa + iya) = iAoA
′
(3.24)
Skrac´eno je izraze za bazu {W aAA′ } zapisati koristec´i izraze za spinornu bazu:


















⇒ gab = W AA
′
a WbAA′
= lanb + nalb −mam¯b − m¯amb (3.28)





a = 0 (3.29)
lan
a = −mam¯a = 1 (3.30)
Iz cˇega slijedi raspis opc´enitog 4-vektora:
Ua = (nbU
b)la + (lbU
b)na − (mbU b)m¯a − (m¯bU b)ma (3.31)
Napomena 3.3.1. Moguc´e je dokazati da ne postoji skup 4 nezavisna realna 4-vektora
koji bi zadovoljavali relacije (3.29) i (3.30)
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3.2 Infeld-van der Waerdenovi simboli i Lorentzove transformacije
Realnu i kompleksnu bazu 4-vektora moguc´e je na zgodan nacˇin povezati pomoc´u













(ta + za) (xa − iya)
(xa + iya) (ta − za)
)




























































j ≡ ηej ABA
′B′σeBB′ (3.38)
Jednadzˇba (3.37) se provjeri uvrsˇtavanjem izraz (3.38), te izraze za normirane Pa-








koja se mozˇe provjeriti mnozˇenjem sa αAβA′γBδB′ i zbrajanjem po ponovljenom in-







Moguc´e je povezati transformaciju spinorne baze sa transformacijom kompleksne
4-vektorske baze {W aAA′}, te sa transformacijom realne 4-vektorske baze vai:
1. transformacija spinorne baze:






gdje λ AˆA predstavlja neki skup od 4 broja, i gdje se podrazumijeva zbrajanje po
ponovljenim podebljanim indeksima.
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2. transformacija kompleksne 4-vektorske baze:











































= Λ ji bˆ
a
j (3.43)
Drugim rijecˇima, transformacija realne baze dana je s:















2 = 1 (3.45)




lηkl = ηij (3.46)
det(Λ) = 1 (3.47)
Λ 00 ≥ 0 (3.48)
Dokaz. 1. Da je Λ ji Lorentzova transformacija slijedi uvrsˇtavanjem izraza (3.44)
u (3.46), te koriˇstenjem svojstva (3.39).
2. Da je transformacija ortokrona, tj. da vrijedi (3.48), slijedi iz (3.44) za i, j = 0:







|λ AˆA |2 ≥ 0 (3.49)
3. Za dokaz da je det(Λ) = 1 pogledati str. 17 u [5].
Dakle, od spinora su sagradeni 4-vektori koji posjeduju sva svojstva kao i 4-vektori
iz dodatka B.1. Spinori se smatraju
”
fundamentalnijim” velicˇinama od 4-vektora u
smislu da se svaki 4-vektor mozˇe izgraditi od spinora, ali se ne mozˇe svaki spinor
dobiti od 4-vektora.
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3.3 Spinorni ekvivalent simetricˇnog tenzora
Neka je zadan opc´enit kompleksni tenzor Tab takav da:
Tab = Tba (3.50)
Po uzoru na prosˇlo poglavlje slijedi:









(TAA′BB′ + TBA′AB′ − TBA′AB′ + TBB′AA′)
= T(AB)A′B′ + T[AB]A′B′
= T(AB)A′B′ + T[AB]A′B′
= T(AB)(A′B′) + T[AB][A′B′] (3.52)
gdje zadnja jednakost slijedi iz simetricˇnosti Tab. Koristec´i (2.49) se dobiva :


















gdje je Pab zapravo tenzor Tab bez traga.
3.4 Spinor elektromagnetskog polja
Tenzor elektromagnetskog polja Fab je antisimetricˇni tenzor drugog ranga. Koristi se
u kovarijantnom zapisu Maxwellovih jednadzˇbi. Viˇse detalja je moguc´e nac´i u nekim
standardnim knjigama poput [11] i [12], a donekle i u ovom radu na poglavlju 5.1.
Za Fab vrijedi:
Fab = −Fba (3.54)






(FABA′B′ − FABB′A′ + FABB′A′ − FBAB′A′)
= FAB[A′B′] + F[AB]B′A′ (3.55)
I sada zbog (3.54) i (2.53) slijedi:









F CC (B′A′) AB
=φABA′B′ + φ¯A′B′AB (3.56)
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F CC (B′A′) (3.58)
Poznavanje samo tri komponente kompleksnog elektromagnetskog spinora, zbog
simetrije φAB = φBA, potpuno odreduje cijeli elektromagnetski tenzor Fab.
3.5 Spinorni ekvivalent Levi-Civita tenzora
Spinorni ekvivalent Levi-Civita tenzora je definiran kao:
abcd = iACBDA′D′B′C′ − ADBCA′C′B′D′ (3.59)
abcd = iACBDA
′D′B
′C′ − ADBCA′C′B′D′ (3.60)













Tako definiran Levi-Civita tenzor ima svojstva:
1. antisimetricˇnost pri zamjeni bilo koja dva susjedna indeksa:
abcd = −bacd = −acbd = −abdc (3.62)
sˇto se direktno vidi za zamjene a ↔ b i c ↔ d, a za b ↔ c treba iskoristiti




abcd = −24 (3.63)
Sˇto je moguc´e dokazati koristec´i ABAB = 2
4. u bazi {t, x, y, z} vrijedi:
0123 = 1 (3.64)











′ − ιCoC′)(oDoD′ − ιDιD′)
= 1 (3.65)
5. vrijede raspisi u bazama:
abcd = −4!t[axbyczd] (3.66)
abcd = −i4!l[anbmcm¯d] (3.67)
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3.6 Hodgeov dual




 cdab Gcd (3.68)
Po uzoru na jednadzˇbu (3.56) zbog antisimetricˇnosti tenzora Gab mozˇemo pisati:
Gab = GABA′B′ = αABA′B′ + β¯A′B′AB (3.69)
gdje koristimo dva razlicˇita spinora α, β zbog kompleksnosti tenzora G. Uz (3.61)








= i(−αABA′B′ + β¯A′B′AB)
= iGABB′A′ = −iGBAA′B′ (3.70)
Iz jednadzˇbe (3.70) lako slijedi:
∗∗Gab = −Gab (3.71)
3.7 Kanonska dekompozicija simetricˇnih spinora
Neka je φAB = φBA opc´eniti simetricˇni spinor valencije (0, 0; 2, 0), poput elektromag-












2 + 2φ10A+ φ11)




















Tablica 3.1: Klasifikacija spinora φAB po glavnim smjerovima
gdje je koriˇstena pomoc´na varijabla A = ξ
0
ξ1







































φAB = α(AβB) (3.78)
sˇto je poznato kao kanonska dekompozicija spinora φAB. Spinori α i β u tom se
kontekstu nazivaju glavni spinori. Glavni spinori α i β definiraju realne svjetlosne 4-
vektore aa = αAα¯A′ i ba = βAβ¯A′ koje nazivamo glavnim vektorima. U bazi {t, x, y, z}







Svaki glavni vektor definira glavni smjer :
P = {xm ∈ L : xm = c · am; c ∈ R} (3.81)
Ako αAβA 6= 0, tj. ako α i β nisu medusobno proporcionalni onda kazˇemo da je
φAB tipa I ili da je algebarski opc´enit, te α i β definiraju dva razlicˇita glavna smjera,
dok u slucˇaju α ∝ β onda φAB nazivamo spinor tipa N ili algebarski specijalnim,
te α i β definiraju samo jedan glavni smjer. U tablici 3.1 vidljiv je pregled klasifika-
cije φAB po glavnim smjerovima. Drugi stupac tablice oznacˇava koliko je smjerova
razlicˇito, npr. {1, 1} znacˇi dva razlicˇita smjera, dok {2} znacˇi jedan ponovljeni smjer.
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3.8 Klasifikacija elektromagnetskog tenzora
Za elektromagnetski tenzor (ali vrijedi i za svaki antisimetricˇni tenzor ranga 2) Fab iz
(3.56), uz φAB = α(AβB), te aa = αAα¯A′, vidimo:
Faba










Dakle, glavni 4-vektor spinora φAB, kao i svaki 4-vektor iz glavnog smjera, je ujedno
svojstveni svjetlosni 4-vektor tenzora Fab. Svojstvenim vektorom nazivamo vektor
koji zadovoljava (3.82). Svaki svojstveni svjetlosni 4-vektor ujedno definira i svoj-
stveni svjetlosni smjer kao u (3.81).
Iz poglavlja 3.7 je moguc´e zakljucˇiti da postoje maksimalno 2 svojstvena svje-
tlosna smjera realnog antisimetricˇnog tenzora ranga 2, te taj tenzor stavljamo u istu
klasifikaciju kao i njegov pripadajuc´i spinor (pogledati tablicu 3.1) u odnosu na raz-
novrsnost svojstvenih smjerova.
Teorem 3.2. Za elektromagnetski tenzor Fab vrijedi
FabF
ab = 0
Fab ∗ F ab = 0 (3.83)















A)2 = 0⇔ αA ∝ βA (3.84)






ab = 2i(−φABφAB + φA′B′φA′B′) (3.85)
Odavde slijedi tvrdnja teorema.
Definicija 3.5. Definiramo Ei, Bi u bazi {ta, xa, ya, za} kao:
Fab =

0 E1 E2 E3
E1 0 −B3 B2
E2 B3 0 −B1





(U SI sustavu imamo Ei/c umjesto Ei)
Lema 3.2.1. Elektromagnetsko polje za koje vrijedi FabF ab = 0 i Fab ∗ F ab = 0 je
izgradeno od elektriˇcnog (E) i magnetskog polja (B) istih iznosa (u L-H prirodnom
sustavu jedinica), a okomitog smjera jedno na drugo.
Dokaz. Za elektromagnetski tenzor Fab i Ei i Bi iz definicije 3.5 slijedi:
FabF
ab = 2(−((E1)2 + (E2)2 + (E3)2) + ((B1)2 + (B2)2 + (B3)2))
Fab ∗ F ab = 4(E1B1 + E2B2 + E3B3) (3.87)
sada se direktno vidi
FabF
ab = 0⇔ | ~E| = | ~B|
Fab ∗ F ab = 0⇔ ~E · ~B = 0 (3.88)
gdje | ~E| = √(E1)2 + (E2)2 + (E3)2, te ~E · ~B = E1B1 + E2B2 + E3B3
Jedan najuobicˇajeniji primjer ovakvih polja su upravo ravni EM valovi (pogledati
poglavlje 9.2.2 u [11]).
3.9 Klasifikacija Weylovog tenzora
Weylov tenzor je tenzor Cabcd ranga 4 (pogledati za definiciju izraz (4.130) i ispod
njega) koji ima raspis:
Cabcd = CABCDA′B′C′D′ = ΨABCDA′B′C′D′ + Ψ¯A′B′C′D′ABCD (3.89)


























= . . .
= α(AβBηCζD)(ξ
AξBξCξD) (3.90)
U tablici 3.2 vidi se klasifikacija spinora ΨABCD koju nazivamo Petrovljeva kla-
sifikacija. Nju je moguc´e opet povezati sa glavnim svjetlosnim smjerovima koju
klasificiraju tenzor Cabcd ( za usporedbu pogledati [4] poglavlje 2.9.2).
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Tablica 3.2: Petrovljeva klasifikacija spinora ΨABCD po glavnim smjerovima
4 Spinori u opc´oj teoriji relativnosti
Sva razmatranja do sada su se odnosila na spinore i 4-vektore bez naglasˇene veze s
mnogostrukostima, na kojima je izgradena cijela opc´a teorija relativnosti. Formalna
definicija i svojstva mnogostrukosti se nalaze u dodatku E, ali potrebno je napome-
nuti da je mnogostrukost takav skup tocˇaka da je na njoj moguc´e definirati skalare
kao beskonacˇno derivabilne funkcije sa mnogostrukosti M na skup R. Prostor ska-
lara oznacˇavamo s F . Nadalje, potrebno je vektore i spinore formulirati kao entitete
na mnogostrukosti. Vektorska polja se definiraju kao derivacije koje djeluju na ska-
lare iz F , kao sˇto je vidljivo u dodatku F, te su elementi prostora vektorskih polja
L(pogledati poglavlje 5.4 u [5]). Prostor vektorskih polja u zapisu pomoc´u apstrak-
tnih indeksa oznacˇavamo s npr. La. Spinore c´emo onda postulirati kao entitete na
mnogostrukosti od kojih su izgradeni vektori.
4.1 Gradijent skalara i kovarijantna derivacija
Buduc´i da je prostor vektorskih polja L potpuno refleksivni vektorski prostor (pogle-
dati teorem D.2) moguc´e je definirati dualni vektorski prostor (i polje) od prostora L
.
Definicija 4.1. Neka je f ∈ F i V ∈ L, definiramo gradijent df kao element dualnog
prostora od L, sa zahtjevom:
df(V) ≡ V(f) (4.1)
Napomena 4.1.1. vidimo da je df linearno preslikavanje df : L → F iz definicije F.2:
df(V + hW) = (V + hW)(f) = V(f) + (hW)(f) = V(f) + hW(f)
= df(V) + hdf(W) (4.2)
Iz teorema F.1 se vidi da je u sustavu (A, xa) jedna moguc´a baza dana kao:
∂
∂xa
: a ∈ 1, . . . , n (4.3)
20
a dualna baza je


















Kako bi pri promjeni iz xa u ya koordinate vrijedila relacija (4.5) definiramo zato












⇒ df = ∂f
∂xa
dxa (4.8)
Za upotrebu zapisa pomoc´u apstraktnih indeksa potrebno uvodi se oznaka
∇af ∈ La (4.9)
za kanonsku sliku od df iz duala od prostora L. Slijedi nadalje da je moguc´e kao u
sekciji 2.3 uvesti oznake:
Lad...eg... = La × Ld × . . .× Le × Lg × . . .
V ad...eg... ∈ Lad...eg... : La × Ld × Le × Lg × . . .→ F (4.10)
Iz svojstava diferencijala funkcija slijedi:
∇a(f + g) = ∇af +∇ag (4.11)
∇a(fg) = g∇af + f∇ag (4.12)
Ocˇito ∇a predstavlja linearno preslikavanje:
∇a : F → La (4.13)
Gradijent skalara ima jedinstveno invarijantno znacˇenje koje ovisi samo o struk-
turi mnogostrukosti M . Kako bi se uspostavio slicˇan invarijantan koncept koji bi
odgovarao
”
gradijentu” vektora V a ∈ La potrebna je dodatna struktura na M koju
nazivamo koneksija afinog prostora (pogledati dodatak G). Definiciju gradijenta vek-
tora je onda lako prosˇiriti na bilo koji tenzor.
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Definicija 4.2. Kovarijantna derivacija ∇a je preslikavanje :
∇c : La1...akb1...bl → La1...anb1...bnc (4.14)
gdje su k i l bilo koji prirodni brojevi ukljucˇujuc´i nulu uz znacˇenje
La1...a0b1...bl ≡ Lb1...bl (4.15)
La1...akb1...b0 ≡ La1...ak (4.16)
La1...a0b1...b0 ≡ L ≡ F (4.17)
sa svojstvima:
1. linearnost:
∇c(T a1...alb1...br +Bd1...dme1...em ) = ∇cT a1...alb1...br +∇cBd1...dme1...em (4.18)
2. Leibnizovo pravilo derivacija:
∇a(T a1...alb1...br Bd1...dme1...em ) = ∇a(T a1...alb1...br )Bd1...dme1...em + T a1...alb1...br ∇aBd1...dme1...em (4.19)
3. komutira sa zamjenom i kontrakcijom indeksa koje ne ukljucˇuju indeks kovari-
jantne derivacije:
δdc∇a(T a1...c...al) = ∇a(T a1...d...al)
δdc∇a(T a1...c...ald ) = ∇a(T a1...d...ald )
(4.20)
Definicija 4.3. Za neku kovarijantnu derivaciju∇c i f ∈ F definiramo tenzor torzije:
2∇[a∇b]f = (∇a∇b −∇a∇b)f (4.21)
= T cab ∇cf (4.22)
Napomena 4.3.1. Za neki tenzor Xab ∈ Lab iz svojstava:
Xab2∇[a∇b](k) = 0 (4.23)
Xab2∇[a∇b](f + g) = 2Xab∇[a∇b](f) +Xab2∇[a∇b](g) (4.24)
Xab2∇[a∇b](fg) = Xab2∇[a∇b](f)g +Xab2f∇[a∇b](g) (4.25)
slijedi da je Xab2∇[a∇b] ∈ L. Iz teorema F.1 slijedi :
Xab2∇[a∇b](f) = V a∇af (4.26)
(4.27)
gdje V c = XabT cab pa buduc´i da vrijedi za svaki X
ab slijedi tvrdnja da je moguc´e
definirati tenzor torzije kao u definiciji 4.3.
Napomena 4.3.2. Kovarijantne derivacije za koje T cab = 0 nazivaju se bestorzijske
kovarijantne derivacije.
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Neka je dan operator
∆ab = 2∇[a∇b] − T cab ∇c (4.28)
Ovaj operator zadovoljava naredna svojstva :
∆abf = 0 (4.29)
∆ab(Vghi +Wdef ) = ∆ab(Vghi) + ∆ab(Wdef ) (4.30)
∆ab(fVghi) = f∆ab(Vghi) (4.31)
∆ab(VghiWdef ) = Wdef∆ab(Vghi) + Vghi∆ab(Wdef ) (4.32)
Po tim svojstvima je moguc´e zakljucˇiti da je preslikavanje
∆ab : V
c → ∆abV c (4.33)
linearno iznad F te je po definiciji potpuno refleksivnih vektorskih prostora takvo
preslikavanje moguc´e prikazati kao:
∆abV
c = R cabd V
d (4.34)
Definicija 4.4. Tenzor zakrivljenosti R dabc je definiran kao:
(∇a∇b −∇b∇a − T eab ∇e)V d = R dabc V c (4.35)
ili za bestorzijske kovarijantne derivacije:
(∇a∇b −∇b∇a)V d = R dabc V c (4.36)
Iz svojstva ∆abf = ∆ab(VaW a) = 0 i jednadzˇbe (4.32) slijedi:
∆abVc = −R dabc Vd (4.37)











ef... + . . .−R gabe V gf...cd... −R gabf V eg...cd... − . . . (4.38)












4.2 Metrika i Christoffelova kovarijantna derivacija
Definicija 4.5. Metrikom nazivamo simetricˇne nesingularne tenzore gab i gab sa svoj-
stvima:
gabV







Iz dodatka G se vidi da za bestorzijsku derivaciju ∇a sljedec´i izrazi ne ovise o
afinoj koneksiji:
V a∇agbc + gac∇bV a + gba∇cV a (4.43)
∇cVb −∇bVc = ∇c(gabV a)−∇b(gacV a)
= ∇c(gab)V a + gab∇c(V a)−∇b(gac)V a − gac∇b(V a) (4.44)
Zbrajanjem ta dva izraza i mnozˇenjem sa 1
2
gbd slijedi izraz koji ne ovisi o afinoj ko-
neksiji prostora:







Neka bestorzijska kovarijanta derivacija ∇a za koju vrijedi
∇agbc = 0 (4.46)
ocˇito i sama ne ovisi o afinoj koneksiji prostora jer za nju vrijedi:






= ∇cV d (4.47)
Definicija 4.6. Bestorzijska kovarijanta derivacija ∇a koja zadovoljava uvjet
∇agbc = 0 (4.48)
se naziva Christoffelova kovarijantna derivacija.
Teorem 4.1. Christoffelova kovarijantna derivacija je jedinstvena i lokalno je u
sustavu koordinata (A, xa) definirana kao:














a gcc su vektori baze (pogledati dodatak G)
Dokaz. 1. Jedinstvenost slijedi direktno iz toga da izraz (4.47) nema razlike za
dvije kovarijantne derivacije (pogledati izraz (G.17) u dodatku G)
2. Valjanost lokalne definicije se vidi iz:
(a) Ako ∇agbc = 0 odmah slijedi 4.49 jer je izraz (4.45) jednak za sve bes-
torzijske kovarijantne derivacije u sˇto zapravo upada i ∂a, sˇto vidimo u
(4.47)
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(b) s druge strane iz lokalne definicije, simetricˇnosti gab i spoznaja iz teorema
G.1 slijedi:






















(∂agcb + ∂bgca − ∂cgab)
)
= 0 (4.51)
Napomena uz teorem 4.1.1. Vazˇno je vidjeti da Christoffelova kovarijantna derivacija
prima isti izraz u svim koordinatnim sustavima za razliku od npr. ∂a
4.3 Riemannov tenzor
Definicija 4.7. Tenzor zakrivljenosti R dabc za Christoffelovu derivaciju se zove
Riemannov tenzor.
Teorem 4.2. Riemannov tenzor ima sljedec´a svojstva:
1.
R eabc ged = R[ab][cd] (4.52)
2.
R[abc]d = Rabcd +Rcabd +Rbcad = 0 (4.53)
3.
Rabcd = Rcdab (4.54)
4. Bianchijev identitet
∇[aRbc]de = 0 (4.55)
Dokaz. 1. antisimetricˇnost u prva dva indeksa je ocˇita iz definicije tenzora zakriv-
ljenosti:
∇[a∇b]V d = R dabc V c (4.56)
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Antisimetricˇnost u druga dva indeksa slijedi iz ∇[a∇b]gcd = 0 i 2∇[a∇b](Vc) =
−R dabc Vd:
−R dabc Vd = 2∇[a∇b](V egec) (4.57)
= R eabd V
dgec = RabdcV
d (4.58)
sada buduc´i je RabcdV
d = R dabc Vd













(∇a(T dbc f) +∇b(T dca f) +∇c(T dab f) = 0 (4.60)
gdje jednakost nuli slijedi jer je torzija T dbc = 0 za Christoffelovu derivaciju.
Koriˇstenjem antisimetricˇnosti Riemannovog tenzora u prva dva indeksa dobije
se:
0 = 3R[abc]d = Rabcd +Rcabd +Rbcad (4.61)
3. Slijedi iz svojstava (4.52) i (4.53):
2Rabcd = Rabcd +Rbadc = −Rcabd −Rbcad −Rdbac −Radbc
= −Racdb −Rdacb −Rcbda −Rbdca = Rcdab +Rdcba = 2Rcdab (4.62)
4.
2∇[a∇[b∇c]]V d = ∇[a(R dbc]e V e)
= ∇[a(R dbc]e )V e +∇[a(V e)R dbc]e (4.63)
2∇[[a∇b]∇c]V d = 1
3
(∇[a∇b]∇c +∇[b∇c]∇a +∇[c∇a]∇b)V d
= −R e[abc] ∇eV d +R d[ab|e| ∇c]V e (4.64)
oduzimanjem gornjih dvaju jednadzˇbi uz koriˇstenje izraza (4.53) dobiva se:
0 = 2∇[[a∇b]∇c]V d − 2∇[a∇[b∇c]]V d = ∇[a(R dbc]e )V e (4.65)
⇒ ∇[a(R dbc]e ) = 0 (4.66)
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Definicija 4.8. Tenzor Rab ≡ R cacb zovemo Riccijev tenzor
Definicija 4.9. Skalar R ≡ R aa = R abab se zove Riccijev skalar zakrivljenosti.
Iz Bianchijevog identiteta slijedi:
0 = gadgce3∇[aRbc]de = 2∇a(Rab − 1
2
gabR) (4.67)
Definicija 4.10. Tenzor Gab = Rab − 12gabR nazivamo Einsteinovim tenzorom
Taj tenzor predstavlja osnovu Einsteinove jednadzˇbe polja kao najjednostavniju
poveznicu tenzora Tab i tenzora zakrivljenosti:
Gab = CTab (4.68)
No, viˇse o tome u kasnijim poglavljima.
4.4 4-vektori, spinori i mnogostrukost
Kako bi se diskusija iz poglavlja 3 povezala sa vektorskim poljima definiranim na
mnogostrukostima uzima se da je mnogostrukost 4-dimenzionalna.
Potrebno je prosˇiriti definiciju derivacije U = Ua∇a na kompleksne skalare
C = F ⊕ iF : {x ∈ C : x = f + ig; f, g ∈ F} (4.69)
tako da:
Ua∇a : C → C (4.70)
Ua∇a(f + ig) = Ua∇af + iUa∇ag (4.71)
Postulira se sada za svaku tocˇku mnogostrukosti vektorski prostor LAA′ izomorfan
prostoru LaC = La ⊕ iLa koji je djeluje u toj tocˇki, i to tako da svaki V a(P ) ∈ LaC[P ],
gdje je P ∈ M , odgovara jednom 4-vektoru V AA′ ∈ SAA′ ≡ La. Ovdje imamo
dakle lokalnu definicija 4-vektorskog prostora kao entiteta na mnogostrukosti, a po-
sljedicˇno i lokalnu definiciju spinornog prostora. Za detalja o djelovanju vektorskog
polja u jednoj tocˇki pogledati raspravu na stranici 187. u [5] ,a za viˇse o vezi vektor-
skih polja i 4-vektora pogledati str. 211. i 212. u istoj knjizi.
Definicija kovarijantne derivacije se
”
prirodno” prosˇiruje na djelovanje na spino-
rima kao:
∇a ≡ ∇AA′ : LB...D′...G...J ′... → LB...D
′...
G...J ′...AA′ (4.72)
sa svojstvima linearnosti, Leibnizovog pravila deriviranja i komutacije sa zamjenom
indeksa koje ne ukljucˇuju indekse kovarijantne derivacije slicˇno kao u definiciji 4.2,
uz dodatno svojstvo realnosti operatora kovarijantne derivacije:
∇AA′ξB = ∇AA′ξB (4.73)
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Moguc´e je prosˇiriti i definiciju Christoffelove derivacije tako da mozˇe djelovati na
spinore. Za pocˇetak je potrebno definirati djelovanje Christoffelove derivacije na
kompleksna vektorska polja, to je ostvareno na sljedec´i nacˇin:
∇a(Vb + iCd) = ∇a(Vb) + i∇a(Cd) (4.74)
Promotrimo sljedec´i izraz:
B′C′α
B′∇a(ξBβC′)− B′C′βB′∇a(ξBαC′)− ξB∇a(B′C′αB′βC′) (4.75)
Taj je izraz dobro definiran za Christoffelova derivaciju ∇a jer djeluje samo na ele-
mente iz La i C: On definira bilinearno preslikavanje:
SB
′ × SC′ → SBa (4.76)
te je prema tome element iz SBaB′C′. Oznacˇimo taj element s A
B
aB′C′. Zbog antisime-











aD′ B′C′ funkcija od ξ








Teorem 4.3. operacija ∇˜a : SB → SBa zadovoljava, uz k ∈ C:
1. linearnost:
∇˜a(kξB + ηB) = k∇˜a(ξB) + ∇˜a(ηB) (4.80)
2. Leibnizovo pravilo deriviranja uz f ∈ C
∇˜a(fξB) = f∇˜a(ξB) + ξB∇˜a(f) (4.81)
gdje je
∇˜a(f) ≡ ∇af (4.82)
Dokaz. Svojstva se dokazˇu koriˇstenjem svojstava Christoffelove derivacije direktnim
uvrsˇtavanjem kξB + ηB i fξB na mjesto ξB u izraz (4.79) .
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je dobro definiran za Christoffelovu derivaciju, te definira multilinearno preslikavanje
SB







aF ′H′ D′B′G′C′ (4.84)
te kao ranije definiramo:




koriˇstenjem svojstava od ∇AA′ slijedi: ∇˜a(ξBηC) = ξB∇˜a(ηC) + ηC∇˜a(ξB)
Induktivno se definiraju i Christoffelove kovarijantne derivacije za spinor bilo ko-
jeg ranga, te se dokazuje Leibnizovo pravilo.
Teorem 4.4. Za operaciju ∇˜a : SBC...B′C′...EF ...G′H′... → SBC...B′C′...EF ...G′H′...AA′ , koju nazivamo Chris-
toffelovom derivacijom spinora, a definirana je induktivno kao gore, vrijede slijedec´a
svojstva uz V BC...B′C′...EF ...G′H′... ,W
BC...B′C′...
EF ...G′H′... ∈ SBC...B′C′...EF ...G′H′... te k ∈ C:
1. linearnost
∇˜a(V BC...B′C′...EF ...G′H′... + kWBC...B
′C′...
EF ...G′H′... ) = ∇˜aV BC...B
′C′...
EF ...G′H′... + k∇˜aWBC...B
′C′...
EF ...G′H′... (4.87)
2. Leibnizovo pravilo deriviranja
∇˜a(V B...WC...) = ∇˜a(V B...)WC... + ∇˜a(WC...)V B... (4.88)
3. nema torzije, za svaki f ∈ C:
∇˜[a∇˜b]f = 0 (4.89)
4. komutiranje sa zamjenom bilo kojeg indeksa osim indeksa derivacije
δXB ∇˜aV BC...... = ∇˜aV XC...... (4.90)
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5. Levi-Civita je ” kovarijantno konstantan”
∇˜AA′CD = 0 (4.91)
6. jedinstvenost: neka druga kovarijantna derivacija koja ima ista svojstva kao
gore mora biti jednaka ovoj derivaciji
Dokaz. 1. Slijedi iz induktivne definicije operacije ∇˜a kao u (4.86) uvrsˇtavanjem
izraza (V BC...B′C′...EF ...G′H′... + kW
BC...B′C′...
EF ...G′H′... ) na mjesto V
BC...B′C′...
EF ...G′H′...
2. Ako se pretpostavi da operator ∇˜a definiran djelovanjem na spinor
V BC...EF ... =
∑
i
A(i)BB(i)CC(i)ED(i)F · · · (4.92)
ranga (r, s; t, u) zadovoljava Leibnizovo pravilo deriviranja tako da je novi spi-
nor ∇˜aV BC...EF ... moguc´e napisati kao:




∇˜a(A(i)B)B(i)CC(i)ED(i)F · · ·
+A(i)B∇˜a(B(i)C)C(i)ED(i)F · · ·+ . . .
)
(4.93)
moguc´e je dokazati da induktivno definirani operatori ∇˜a zadovoljavaju to isto
pravilo i za spinore ranga (r + 1, s; t, u), (r, s + 1; t, u), (r, s; t + 1, u), (r, s; t, u +
1), . . . te prema tome mora vrijediti i izraz (4.88) gdje su W i V spinori bilo
kojeg ranga.
3. slijedi iz istog svojstva za vektore
4. slijedi iz istog svojstva za vektore
5. slijedi iz ∇agbc = ∇a(BCB′C′) = 0 za Christoffelovu derivaciju (pogledati za
dokaz [5] str. 218)
6. slijedi iz svojstva Christoffelove derivacije:
Usporedimo dva operatora ˜˜∇AA′ i ∇˜AA′ pomoc´u izraza (4.75) i cˇinjenice da
∇˜a(ξBηB′) = ∇a(ξBηB′) te jedinstvenosti Christoffelove derivacije za vektore i
skalare









B′ ˜˜∇a(ξBβC′)− B′C′βB′ ˜˜∇a(ξBαC′) + ξB ˜˜∇a(B′C′αB′βC′))
= 0 (4.94)
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U ostatku teksta c´emo koristiti oznaku
∇AA′ ≡ ∇˜AA′ (4.95)
jer ne postoji opasnost od zamjene zbog identicˇnosti djelovanja na vektore.
4.5 Derivacija spinora u bazi
Uzmimo bazu spinora { A0 = oA,  A1 = ιA} i { 0A = −ιA,  1A = oA}, uz uvjet da





B ∇AA′ξB =  BB ∇AA′(ξC BC )
=  BB ∇AA′(ξC) BC +  BB ∇AA′( BC )ξC
= ∇AA′(ξB) +∇AA′( BC ) BB ξC
= ∇AA′(ξB) + γ BAA′C ξC (4.96)
gdje je
γ BAA′C = ∇AA′( BC ) BB = − BC ∇AA′( BB ) (4.97)











0 = ∇AA′BC = ∇AA′(BA AC ) = γAA′BC − γAA′CB
⇒ γAA′BC = γAA′CB (4.99)
Ovo nam govori da γ CAA′B ima 12 razlicˇitih velicˇina
Zahtjev normalizacije oAiA = 1 nije nuzˇan, te je ponekad korisno uzeti oAiA = χ,
u kom slucˇaju viˇse ne vrijedi izraz (4.99). Za viˇse o toj temi pogledati poglavlje 4.5
u [5].
Iz svega recˇenog slijedi za slijedi za spinore ξA, ξA, ηA
′
, ηA′:
∇AA′(ξB) BB = ∇AA′(ξB) + γ BAA′C ξC (4.100)
 BB ∇AA′(ξB) = ∇AA′(ξB)− γ CAA′B ξC (4.101)
∇AA′(ηB′)B′B′ = ∇AA′(ηB
′






B′ ∇AA′(ηB′) = ∇AA′(ηB′)− γ¯ C
′
AA′B′ ηC′ (4.103)
Uobicˇajeno je pojedine komponente γ CAA′B oznacˇiti sa 12 grcˇkih slova kao sˇto se
vidi u tablici 4.1a, gdje su oznake sa crticama cˇesˇc´e koriˇstene u [5] dok one bez crtica
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u [4], te su ovdje dane za laksˇe snalazˇenje po literaturi. Korisno je zapisati neki od
izraza danih u 4.3 pomoc´u 4-vektora {l,m, m¯, n}. Za  imamo raspis:
















































00′  −κ pi = −τ ′ − = γ′
10′ α −ρ λ = −σ′ −α = β′
01′ β −σ µ = −ρ′ −β = α′
11′ γ −τ ν = −κ′ −γ = ′
(a) komponente od γ CAA′B









(b) komponente kovarijantne derivacije
Tablica 4.1: Tablice oznaka































Tablica 4.2: Vektori baze zapisani pomoc´u spinora
∇AA′ −∇AA′(oA)iA ∇AA′(oA)oA −∇AA′(iA)iA ∇AA′(iA)oA
∇00′ = D  −κ −τ ′ = pi −
∇01′ = δ β −σ −ρ′ = µ −β
∇10′ = δ¯ α −ρ −σ′ = λ −α
∇11′ = ∆ γ −τ −κ′ = ν −γ
Tablica 4.3: komponente od γ CAA′B iskazane pomoc´u derivacija i spinora
∇AA′ 12 (na∇AA′(la)− m¯a∇AA′(ma)) la∇AA′(ma) −m¯a∇AA′(na)
∇00′ = D  −κ −τ ′ = pi
∇01′ = δ β −σ −ρ′ = µ
∇10′ = δ¯ α −ρ −σ′ = λ
∇11′ = ∆ γ −τ −κ′ = ν
Tablica 4.4: veza izmedu spinornog i vektorskog zapisa od γ CAA′B
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4.6 Spinori zakrivljenosti
Riemannov tenzor zakrivljenosti ima spinorni ekvivalent dan kao:
Rabcd = RAA′BB′CC′DD′ (4.105)
Iz antisimetricˇnosti u indeksima ab slijedi:
Rabcd = R(AB)[A′B′]CC′DD′ +R[AB](A′B′)CC′DD′ (4.106)
Sada iz antisimetricˇnosti u cd i izraza koji povezuje AB i φ...[AB]... (izraz (2.49))slijedi:
Rabcd = R(AB)[A′B′](CD)[C′D′] +R[AB](A′B′)(CD)[C′D′] +R(AB)[A′B′][CD](C′D′)
+R[AB](A′B′)[CD](C′D′) (4.107)
= XABCDA′B′C′D′ + X¯A′B′C′D′ABCD + ΦABC′D′A′B′CD
+ Φ¯A′B′CDABC′D′ (4.108)
Kako je i Riemannov tenzor moguc´e zapisati pomoc´u vektora baze (izraz (4.39)) tako
je moguc´e povezati i spinore XABCD i ΦABC′D′ sa derivacijama i spinorima baze:































C A′B′AB( DC )
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∆ab = 2∇[a∇b] (4.110)
te je
ABA′B′ = ∆(AB)[A′B′] (4.111)
A′B′AB = ∆[AB](A′B′) (4.112)
∆ab = ∆[AB](A′B′) + ∆(AB)[A′B′] (4.113)
a u izrazu (4.109) je iskoriˇsteno da je
∇aAB = ∇aA′B′ = 0 (4.114)
Sada usporedbom (4.108) i (4.109) slijedi veza Riemannovih spinoraXABCD i ΦABC′D′
s derivacijama baza :
X DABC = 
C
























Ocˇito iz (4.108) za XABCD i ΦABC′D′ slijede svojstva :
XABCD = X(AB)(CD) (4.118)
ΦABC′D′ = Φ(AB)(C′D′) (4.119)
Iz simetrije na zamjenu ab↔ cd od Rabcd slijedi:
XABCD = XCDAB (4.120)
Φ¯ABC′D′ = ΦABC′D′ (4.121)
Iz (4.121) slijedi da je ΦAA′BB′ odgovara simetricˇnom realnom tenzoru Φab koji za
kojega vrijedi i:
Φ aa = Φ(AB)(A′B′)
ABA
′B′ = 0 (4.122)
zbog kontrakcije antisimetricˇnog Levi-Civita spinora i simetricˇnog ΦABC′D′.
Moguc´e je izvuc´i josˇ jedan zakljucˇak o spinoru XABCD iz uvjeta R[abc]d = 0 i ko-
ristec´i izraze iz poglavlja o Hodgeovom dualu (3.6), uz izraz za kontrakciju dvaju
Levi-Civita tenzora koji se mozˇe provjeriti u nekoj bazi:
abcd
afgh = −3!δf[bδgc δhd] (4.123)
Slijedi sada:
































Iz cˇega uz vec´ poznatu realnost ΦABC′D′, te uz
AB

























gdje realnost od Λ slijedi iz (4.126).













= ΨABCD + Λ(ACBD + ADBC) (4.128)
gdje ΨABCD = X(ABCD).
Definicija 4.11. Spinor ΨABCD nazivamo gravitacijski spinor. Za njega c´e se poka-
zati da predstavlja dio Riemannovog tenzora Rabcd koji je razlicˇit od nule za prazan
prostor (pogledati sljedec´e poglavlje o Einsteinovoj jednadzˇbi).
Napomena 4.11.1. Za spinor ΨABCD vrijedi Petrovljeva klasifikacija kao sˇto je vidljivo
u tablici 3.2, te i sam Riemannov tenzor nazivamo ovisno o klasifikaciji ΨABCD. Na
primjer ako je ΨABCD tipa II (”
algebarski specijalan”) za pripadajuc´i Riemannov
tenzor kazˇemo da je tipa II, tj. algebarski specijalan.
Za zakljucˇak koriˇstenjem raspisa spinora XABCD i izraza A[BCD] = 0 raspis ten-
zora Rabcd je dan kao:
Rabcd ≡ RAA′BB′CC′DD′
= ΨABCDA′B′C′D′ + Ψ¯A′B′C′D′ABCD
+ ΦABC′D′A′B′CD + ΦA′B′CDABC′D′
+ 2Λ(ACBDA′C′B′D′ − ADBCA′D′B′C′) (4.129)
te u tenzorskom obliku
Rabcd = Cabcd + Eabcd + 2Λgabcd (4.130)
gdje su pojedini tenzori dani kao:
Cabcd = ΨABCDA′B′C′D′ + Ψ¯A′B′C′D′ABCD
Eabcd = ΦABC′D′A′B′CD + ΦA′B′CDABC′D′
gabcd = ACBDA′C′B′D′ − ADBCA′D′B′C′
= gacgbd − gadgbc (4.131)
(4.132)
Tenzor Cabcd nazivamo Weylov tenzor
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Koriˇstenjem simetrija od AB, ΨABCD i ΦABC′D′ slijede izrazi za Riccijev tenzor i
Riccijev skalar:
Rab = Racbdg
cd = 6Λgab − 2Φab (4.133)
R = Rabg
ab = 24Λ (4.134)
Na kraju josˇ samo spomenimo zapis koja je uobicˇajena za komponente spinora





Ψ4 ≡ ΨABCDιAιBιCιD (4.135)









Φ22 ≡ ΦABC′D′ιAιBιC′ιD′ (4.136)
4.7 Tenzor energije i impulsa
Za uspostavu veze izmedu materije (tvari) i prostora potrebno je definirati tenzor
energije i impulsa.
U ovom c´e se poglavlju pojavljivati izrazi koji nisu strogo definirani unutar ovog
rada kao npr. integral po volumenu, energija, impuls, itd. Za takve neke pojmove
mozˇe se pogledati izvore kao sˇto je npr. [10] na koju se oslanja dijelom ovo po-
glavlje, te neku knjigu klasicˇne elektrodinamike (kao npr. [12] ili [11]). U izrazima
koji slijede pojavljivat c´e se konstanta c i oznacˇavat c´e brzinu svjetlosti u vakuumu.
Uobicˇajeno je prigodnim izborom jedinica staviti c u 1, sˇto je i primijenjeno u nekim
poglavljima.
Definicija 4.12. Ravan prostor je prostor-vrijeme u kom je Riemannov tenzor zakriv-
ljenosti jednak nuli u svim tocˇkama.
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gdje je ρ gustoc´a naboja, a xa su pojedine koordinate naboja iz jednadzˇbe neprekid-










Za dokaz je moguc´e pogledati na 66. str. u [10].
Definicija 4.13. Definiramo 4-vektor impulsa kao:
pa = mua (4.139)





a diferencijal vlastitog vremena τ je dan kao
(cdτ)2 = gabdx
adxb (4.141)
Teorem 4.5. U izoliranom sustavu (npr. slobodnu cˇestica) u ravnom prostoru je
4-vektor energije-impulsa ukupnog sustava ocˇuvan.

























ukupna brzina cˇestice u koordinatnom sustavu (ct, x, y, z). Lagrangeove jednadzˇbe






























konstanta u vremenu. S druge strane slijedi da je i energija konstantna:










Moguc´e je pokazati da ako se stavi p0 = E/c i ako vrijedi (4.146) za ostale tri kom-
ponente pa gdje a ∈ {0, 1, 2, 3} onda vrijedi jednakost (4.139).
Moguc´e je povezati u analogiji sa 4-vektorom gustoc´e struje da zahtjev ocˇuvanja
4-vektora energije i impulsa slijedi iz
”












prirodno” poopc´enje na bilo koji prostor i glasi:
∇aT ab = 0 (4.151)
No takva jednadzˇba ne dovodi u prostoru koji nije ravan (tj. u zakrivljenom prostoru)
do ocˇuvanja 4-vektora energije impulsa jer taj prostor onda nije izoliran, nego je pod
utjecajem gravitacijske sile koja takoder posjeduje svoju vlastitu energiju i impuls,
te je potrebno prosˇiriti sustav da i on bude ukljucˇen u zakon sacˇuvanja (energiju i
impuls gravitacije nije moguc´e ukljucˇiti niti u jedan tenzor Tab).
Za tenzor gustoc´e energije impulsa moguc´e je pokazati da je simetricˇan tj.:
Tab = Tba (4.152)
Simetricˇan tenzor energije impulsa povlacˇi ocˇuvanje kutne kolicˇine gibanja u ravnom
prostoru za daljnji komentar pogledati str. 20 u [16]. Ponekad se kanonskim postup-




U jednadzˇbi koja opisuje vezu prostora i materije kao izvor zakrivljenosti se po analo-
giji na gustoc´u struje u izrazu (4.153) koji vrijedi za elektromagnetsko polje (zapisan





Tenzor drugog reda koji ima veze sa zakrivljenosti prostora je Riccijev tenzor Rab
te Riccijev skalar R pomnozˇen metrikom gab. Moglo bi se pisati:
c1R
ab + c2Rg
ab = CT ab (4.154)
Kako bi vrijedilo ∇aT ab = 0 iz (4.67) slijedi da moramo staviti c1 = 1 te c2 = 1/2.
Konstanta C se racˇuna iz zahtjeva da u limesu malih masa dobijemo Newtonove
jednadzˇbe gravitacije. Dobije se C = −8piG/c2, gdje je G Newtonova konstanta
gravitacije (pogledati str. 201. u [10]), a minus je nasˇ izbor (po uzoru na knjigu
Penrosea i Rindlera [5]), tako da c´e svi Tab imati u sebi josˇ jedan dodatni faktor
−1 u odnosu na tenzore energije i impulsa u radovima koji koriste cˇesˇc´e koriˇstenu







Te pomoc´u izraza (4.133) i (4.134) slijedi:




Moguc´e je dodati i tzv. kozmolosˇku konstantu λ
6Λgab + 2Φab =
8piG
c4
Tab + gabλ (4.157)
Vidimo iz gornje jednadzˇbe da u vakuumu vrijedi:





sˇto znacˇi da je u prostoru bez izvora zakrivljenost prostora sasvim izrazˇena pomoc´u
ΨABCD spinora.
Zanimljiva jednadzˇba se dobiva nalazˇenjem spinorne verzije Bianchijevog identi-
teta
∇[aRbc]de = 0 = i∇AA′RAB′BA′cd (4.160)
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odatle raspisom spinora XABCD slijedi:
∇AB′ΨABCD = ∇A
′
B ΦA′B′CD − 2B(D∇C)B′Λ (4.162)




∇A′[BΦC]DA′B′ = 2B(C∇D)B′Λ (4.164)
Zbog (4.158) i (4.159), zakljucˇujemo da ta jednadzˇba u vakuumu postaje:
∇AA′ΨABCD = 0 (4.165)
Ta jednadzˇba zajedno sa ΦABC′D′ = 0 i Λ = 1/6λ odreduje ”
sˇirenje” (propagaciju)
zakrivljenosti u vakuumu. Ta jednadzˇba odgovara jednadzˇbi propagacije slobodne
bezmasene cˇestice spina 2 koja c´e biti pokazana u poglavlju 5.2, te je pokazatelj da
bi cˇestice koje propagiraju gravitacijsko djelovanje bile spina 2!
Cˇesto je korisno imati jednadzˇbu 4.165 zapisanu po komponentama:
∇AA′ΨABCD = 4ΨE(BCDγAA′ EA) (4.166)
koriˇstenjem tablica 4.1 i konvencije iz jednadzˇbi (4.135) za pisanje komponenti od
ΨABCD slijede jednadzˇbe:
∆Ψ0 − δΨ1 = (4γ − µ)Ψ0 − (4τ + 2β)Ψ1 + 3σΨ2
−δΨ0 +DΨ1 = (−4α + pi)Ψ0 + (4ρ+ 2)Ψ1 − 3κΨ2
∆Ψ1 − δΨ2 = νΨ0 + 2(γ − µ)Ψ1 − 3τΨ2 + 2σΨ3
−δΨ1 +DΨ2 = −λΨ0 + 2(pi − α)Ψ1 + 3ρΨ2 − 2κΨ3
∆Ψ2 − δΨ3 = 2νΨ1 − 3µΨ2 + 2(β − τ)Ψ3 + σΨ4
−δΨ2 +DΨ3 = −2λΨ1 + 3piΨ2 + 2(ρ− )Ψ3 − κΨ4
∆Ψ3 − δΨ4 = 3νΨ2 − (4µ+ 2γ)Ψ3 + (4β − τ)Ψ4
−δΨ3 +DΨ4 = −3λΨ2 + (4pi + 2α)Ψ3 + (−4+ ρ)Ψ0 (4.167)
gdje se pri raspisu radi jednostavnosti koristile formule (3.137) u [4], koje su dane
kao spinorna verzija Bianchijevog identiteta raspisana po komponentama u nepraz-
nom prostoru, tj. u prostoru u kojem ne mora nuzˇno biti ΦABC′D′ = 0 i Λ = 16λ, no
nama c´e i ove gore biti korisne!
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4.9 Newman-Penroseove jednadzˇbe polja
Newman-Penroseove jednadzˇbe polja oslikavaju vezu izmedu derivacija spinora u

























































(g aa ∇a)(g bb ∇b)− g aa (∇ag bb )∇b




















( DC ) (4.170)
Prvi cˇlan u (4.170) je moguc´e napisati kao:
δED
D
E ∇a(∇b DC ) =  DE ∇a( EE  ED ∇b DC )
=  DE ∇a( EE γ EBB′C )
=  DE ∇a( EE )γ EBB′C +  DE  EE ∇a(γ EBB′C )
= γ DAA′E γ
E
BB′C +∇aγ DBB′C (4.171)
Trec´i cˇlan slijedi zamjenom AA′ ↔ BB′ iz prvog cˇlana
 DD ∇b(∇a DC ) = γ DBB′E γ EAA′C +∇bγ DAA′C (4.172)
Drugi cˇlan:






















Cˇetvrti cˇlan se onda dobiva zamjenom AA′ ↔ BB′ u drugom cˇlanu:












Konacˇno potpuni zapis izraza (4.168) u spinornoj bazi se dobiva tako da obje
strane ,zbog proizvoljnosti od αD, budu podijeljene s αC, te prebacivanjem cˇlanova
tako da na lijevoj strani ostanu cˇlanovi derivacije spinornih koeficijenata γDABC:
∇AA′γ DBB′C −∇BB′γ DAA′C =γ EAA′C γ DBB′E − γ EBB′C γ DAA′E



















BB′E − γ EBB′C γ DAA′E




















Skup jednadzˇbi (4.176) se nazivaju Newman-Penroseove jednadzˇbe polja ili
skrac´eno NP jednadzˇbe. One sadrzˇe 18 nezavisnih jednadzˇbi (ako ne vrijedi nor-
malizacija oAiA = 1 onda postoji 24 nezavisne jednadzˇbe). Te jednadzˇbe su cˇesto
koriˇstene u raznim problemima, kao npr. u dokazu Robinsonovog i Golberg-Sachsovog
teorema iz poglavlja 6.3, i lako je vidjeti koje je jednadzˇbe potrebno gledati ako se
koristi tablica svih NP jednadzˇbi kao sˇto je dana na stranicama str. 248. i 249. u [5].
5 Jednadzˇbe fizikalnih polja u prostor-vremenu
5.1 Elektromagnetsko polje
Za puno opsˇirniju raspravu o ovoj temi pogledati poglavlje 5.1 u [5]. Poznato je da
postoji velicˇina koja se zove naboj cˇestice, na taj naboj se vezˇe EM polje. Uvodimo,
sa zˇeljom opisivanja nabijenih cˇestica, nove kopije spinornih prostora za svaki naboj






SAB, . . . (5.1)
Postavljena su odredena pravila (postulati) koje nabijeni spinori zadovoljavaju:
1. dva nabijena spinora mogu se zbrajati ako su im naboji jednaki, naboj sume je
jednak naboju pribrojnika
2. vanjski produkt nabijenih spinora je uvijek moguc´ bez obzira na naboje; ukupni
naboj vanjskog produkta je dan sumom naboja faktora
3. Kontrakcije i zamjene indeksa su uvijek moguc´e bez obzira na naboje i ne mije-
njaju iznos naboja
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4. kompleksna konjugacija nabijenog spinora obrc´e predznak naboja tog spinora.
npr. ako je naboj od β jednak q, naboj od β¯ je −q
q
F [Q], Q ∈ M predstavlja kompleksno jednodimenzionalno vektorsko polje sa de-
finiranom nulom ali bez kanonski definirane jedinice. Vrijednost elementa A ∈
q
F
nije numericˇka u nekoj tocˇki Q ∈ M sve dok se ne izabere neko
”
bazˇdarenje” kao
npr. za α ∈ F , tako da je α svuda razlicˇit od nule, definiramo bazˇdarenje da za
vanjski umnozˇak α¯α vrijedi
αα¯ = 1 (5.2)
gdje je vidljivo da je αα¯ element iz obicˇnog F jer mu je naboj jednak nuli.







gdje oznaka B radi laksˇeg cˇitanja i pisanja oznacˇava bilo koji skup indeksa ukljucˇujuc´i
gornje, donje, crtane i necrtane. ∇a zadovoljava standardne zahtjeve Leibnizovog




nja” indeksa ostavljamo nenabijenima (pogledati komentar na str. 315 [5]).







gdje je ∇˜a takoder neka kovarijantna derivacija, a naziva se bazˇdarno kovarijantna
derivacija.
Definicija 5.1. Bazˇdarno kovarijantna derivacija ∇˜a je definirana Christoffelovom
kovarijantnom derivacijom kao, uz ψB ∈
ne




















= (∇a − iqAa)ψB (5.5)
gdje je q = ne naboj od ψB.
Napomena 5.1.1. Ako ∇˜a djeluje na nenabijene spinore ili skalare, onda je njeno
djelovanje istovjetno djelovanju Christoffelove derivacije. Odatle je moguc´e zakljucˇiti
i realnost ∇˜a.
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Napomena 5.1.2. Izraz (5.5) u ravnom prostoru je ekvivalentan bazˇdarnoj kova-
rijantnoj derivaciji kao u izrazu 2.30 u [13], gdje se dosˇlo do tog izraza zahti-
jevanjem invarijantnosti Langrangiana slobodne cˇestice na lokalnu transformaciju
φ(x)→ e−iθ(x)φ(x).
Ako primijenimo bazˇdarni uvjet:
αα¯ = 1 (5.6)
slijedi
α∇˜aα¯ = −α¯∇˜aα (5.7)
Iz gornjeg izraza i realnosti ∇˜a slijedi realnost EM 4-potencijala:
A¯a = Aa (5.8)


















= ∇aψB + inψB∇aθ (5.11)
Sˇto pokazuje da djelovanje Christoffelove derivacije na nabijene spinore ovisi o bazˇdarenju
nabijenih spinora. S druge strane imamo na ∇˜a:
∇˜a(ψB)→ (∇a + in∇aθ − iqAa − in∇aθ)ψB
= ∇˜a(ψB) (5.12)
Odakle i dolazi ime bazˇdarno invarijantna derivacija za ∇˜a.
5.1.1 EM tenzor i spinori
Odsada radi jednostavnosti c´e se koristiti oznaka ∇a za bazˇdarno kovarijantnu deri-
vaciju, te oznaku
∆ab = 2∇[a∇b] (5.13)
.
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Definicija 5.2. Tenzor elektromagnetskog polja je definiran kao:
Fab = 2∇[aAb] = i 1
eα
∆abα (5.14)
gdje je koriˇsteno ∇a(αα−1) = 0.
Kada ∆ab djeluje na nenabijeni skalar γ iz istovjetnosti Christoffelove i bazˇdarne
derivacije na nenabijene skalare i spinore vrijedi:
∆abγ = 0 (5.15)
Buduc´i da svaki nabijeni skalar je moguc´e napisati kao
ψ = γαn (5.16)
gdje je q = ne naboj od ψ, a γ ∈ F , vrijedi raspis:
∆abψ = γnα
n−1∆abα = nψα−1∆abα = −iqψFab (5.17)
Na slicˇan nacˇin djelovanjem na nabijeni spinor ψB naboja q = ne slijedi iz Leibnizovog
pravila:
αn∆ab(α
−nψB) = ∆ab(ψB)− nαnα−n−1ψB∆ab(α) (5.18)
preslagivanjem se dobiva:
∆ab(ψ
B) = αn∆ab(α−nψB)− ieqFabψB (5.19)
gdje je djelovanje na α−nψB dano kao djelovanje na nenabijeni spinor, pa onda za
neki nabijeni spinor V d naboja q = ne vrijedi:
∆ab(V
d) = αn∆ab(α
−nV d)− ieqFabV d
= αnα−nR dabc V
c − ieqFabV d
= R dabc V
c − ieqFabV d (5.20)
Teorem 5.1. EM tenzor Fab je antisimetriˇcan i realan tenzor
Dokaz. Antisimetricˇnosti slijedi direktno iz izraza u izrazu definicije (5.14). Realnost
se vidi iz (5.17) djelovanjem na ψ¯ kojemu je naboj −q (negativno od naboja od ψ):
∆abψ¯ = iqψ¯Fab (5.21)
a s druge strane iz realnosti ∆ab i q konjugiranjem cijelog izraza (5.17) se mora dobiti
gornji izraz, sˇto znacˇi da
F¯ab = Fab (5.22)
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Poznato je da je ponasˇanje elektromagnetskih polja odredeno Maxwellovim jed-
nadzˇbama. U kovarijantnom zapisu one glase (u SI sustavu):
∇[aFbc] ∝ ∇aF ab = µ0J b (5.23)
∇a ∗ F ba = 0 = ∇[aFbc] (5.24)
Jednadzˇba (5.24) slijedi direktno iz definicije (5.14):
∇[aFbc] = 2∇[a∇bAc]
= 2∇[[a∇b]Ac] = 2R d[abc] Ad = 0 (5.25)
S druge strane, jednadzˇbu (5.23) je potrebno postulirati.
Poznato je iz poglavlja 3.4 da je Fab moguc´e napisati kao:
Fab = A′B′φAB + ABφ¯A′B′ (5.26)
Uz pomoc´ (5.17) i raspisa
∆ab = A′B′AB + ABA′B′ (5.27)
slijedi za nabijeni skalar ψ:
ABψ = −iqψφAB (5.28)
A′B′ψ = −iqψφ¯A′B′ (5.29)
Osim toga, lako se pokazˇe da vrijedi:
∇A′(AAB)A′ = φAB (5.30)
sˇto prelazi u:
∇A′A ABA′ = φAB (5.31)
ako se zahtijeva tzv. Lorenzov bazˇdarni uvjet tako da:
∇aAa = 0 (5.32)
jer vrijedi raspis:










Teorem 5.2. Uz cˇinjenicu da je JAA′ realan 4-vektor, spinorni oblik dvaju Maxwel-













Nadalje, iz Maxwellove jednadzˇbe (5.24) slijedi:
0 = ∇a ∗ Fab = i∇AA′(FABB′A′)
= i∇AA′(−φABA′B′ + φ¯A′B′AB) (5.36)










Moguc´e je, radi povezivanja sa γ DABC raspisati Maxwellovu spinornu jednadzˇbu
u bazi.
Lema 5.2.1. Maxwellove spinorna jednadzˇba u zapisu u nekoj spinornoj bazi je:






Dokaz. Vrijedi za derivaciju spinora:
∇A′B(φAC) A′A′  BB  AA  CC =∇A′B(φAC) AA  CC
=∇A′B(φDE AD  CE ) AA  CC
=∇A′B(φAC) + φDC∇A′B( AD ) AA
+ φAE∇A′B( CE ) CC
=∇A′B(φAC) + φDCγ AA′BD + φADγ CA′BD (5.40)
Ako sada tu jednadzˇbu mnozˇimo sa  CB , te zbrojimo po ponovljenim indeksima do-
bije se:
∇A′C(φAC) + φDCγ AA′CD + φADγ CA′CD (5.41)
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Teorem 5.3. Divergencija struje naboja je jednaka nuli:
∇aJa = 0 (5.42)







= X AABC φ






gdje su koriˇstene svojstva XABCD spinora (4.118) i (4.126), te simetricˇnost spinora
φAB.





∇AA′φAB = 0 (5.46)
Sˇto u principu odgovara jednadzˇbi za slobodno bezmaseno polje spina 1, kao sˇto c´e
biti pokazano kasnije.
5.1.2 Elektromagnetski tenzor energije i impulsa
U prostoru bez izvora, tj. u kojem vrijedi
Ja = 0 (5.47)
zahtjev simetricˇnosti tenzora energije impulsa Tab i zahtjev da vrijedi
∇aT ab = 0 (5.48)
vrlo je lako dokazati da tenzor
Tab = aφABφ¯A′B′ (5.49)
zadovoljava trazˇene uvjete, gdje je a neka konstanta.
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Usporedimo taj izraz sa tenzorom energije impulsa kojeg se dobije standardnom


























B − φCBφAC = 0 (5.51)
Definicija 5.3. Elektromagnetski tenzor energije impulsa u prostoru bez druge ma-

















Napomena 5.3.1. U cgs sustavu trebamo zamijeniti µ0 za 4pi u gornjem izrazu
Iz spinorne definicije iz simetrije φAB = φBA odmah je vidljivo da je tenzor Tab
bez traga:
Tabg
ab ∝ A′B′φABA′B′φA′B′ = 0 (5.53)








U Gaussovim prirodnim koordinatama (8piG/c4µ0) prelazi u 2G.





















gdje je κ = (8piG/c4µ0)2. Proglasimo desnu stranu jednakosti spinorom ζAA′BB′. Ako





B′ = −κφ CB φ¯A′C′φAC φ¯ C
′
B′ = −ζAA′BB′ (5.58)
gdje je koriˇsteno α CC = −αCC . Analogno se dobiva antisimetricˇnost u zamjeni
A′ ↔ B′. Sada koristec´i izraz (2.49) slijedi tvrdnja teorema.
Upravo smo u ovom primjeru pokazali moc´ koriˇstenja spinorne formulacije jer se
na vrlo jednostavan i izravan nacˇin dokazao teorem 5.4.
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5.2 Jednadzˇbe polja cˇestica proizvoljnog spina
Pocˇet c´emo poglavlje od poznatih relativisticˇkih kvantnih jednadzˇbi u ravnom pros-
toru. Njih c´emo poopc´iti na zakrivljeni prostor prelaskom sa parcijalnih derivacija
na kovarijantne derivacije. Za poneke detalje oko cˇestica u ravnom prostoru koristit
c´emo knjigu
”
Relativistic Quantum Mechanics” Waltera Greinera [14], a veza Dira-
covih spinora i nasˇeg nacˇina zapisivanja je uspostavljena kao u knjizi [19].





u koordinatnom sustavu xa = {ct, x, y, z}. Tako se dobiva poznata Klein-Gordonova












gdje je m masa cˇestice. Za bezmasene cˇestice spina 0 , dakle, vrijedi:
gab∇a∇bΦ = 0 (5.62)
Za raspravu o cˇesticama spina razlicˇitog od nule potrebno je definirati Diracove
spinore, a slijedit c´emo konvenciju danu u [19] u dodatku A (na slicˇan nacˇin je danu
i u [5], no ne tako eksplicitno).








gdje su ψ i χ spinori iz S
Postoje dvije moguc´nosti kako mozˇemo definirati Ψα, tj. dualni vektor od Ψα .
Definicija 5.5. Diracov pridruzˇeni spinor je od spinora Ψα je dan kao:
Ψ¯α = (χA, ψ¯
A′) (5.64)
Druga moguc´nost je tzv. Majoranin konjugat spinora.
Definicija 5.6. Majoranin konjugat od Ψα je dan kao:
(ΨM)α = (ψA, χ¯
A′) (5.65)
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Napomena 5.6.1. Majoranin spinor je spinor za kojeg vrijedi (ΨM)α = Ψ¯α










Sˇto smo dobili iz zahtjeva da je Tαβ Ψ
β ∈ Dα. Eksplicitno to razumijemo kao matricˇno






























Ψβ = mcΨα (5.68)





























gdje su σaAA′ Infeld-van der Waerdenovi simboli definirani u poglavlju 3.2. Da γ
aα
β





b) A′B′ = ζ
ABA′B′A′B′
= (ζ(AB)(A















gdje je ζABA′B′ pomoc´na oznaka definirana (samo za ovu potrebu) kao:
ζABA







Napomena. Nasˇa reprezentacija u biti odgovara Weylovoj reprezentaciji, no zbog ko-
nvecija u zapisivanju koje mi koristimo, to nije jednostavno vidljivo, za usporedbu
pogledati dodatak A u [19].
52
Diracova jednadzˇba zapisana u matricˇnom obliku sa izabranom spinornom ba-





















χB′ = −iµ0ψA (5.73)
gdje je µ0 = mc/
√
2~. Jednostavno c´emo sada postulirati da u zakrivljenom prostoru
vrijedi:
∇BA′ψB = −iµ0χA′
∇AB′χB′ = −iµ0ψA (5.74)
Napomena. U Penroseovoj knjizi se koristi drukcˇija reprezentacija γ matrica koja
sadrzˇi uz sebe faktor −i
Gornji izraz u ravnom prostoru, izborom spinorne baze koja ne ovisi o polozˇaju,
prelazi u jednadzˇbe (5.72). U slucˇaju m = 0 dobivamo dvije odvojene jednadzˇbe:
∇BA′ψB = 0
∇AB′χB′ = 0 (5.75)










































Odatle vidimo da jednadzˇbe (5.75) odgovaraju jednadzˇbama desne i lijeve bez-
masene cˇestice.
Kako bismo zavrsˇili pricˇu o cˇesticama proizvoljnog spina pogledajmo spinske stup-
njeve slobode potpuno simetricˇnog spinora ψABCD.... Potpuno simetricˇni tenzor s n
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indeksa ima n + 1 nezavisnih komponenata, odatle slijedi da spinor s n indeksa od-
govara cˇestici spina n/2.
Po uzoru na jednadzˇbe (5.75) postuliramo jednadzˇbu gibanja bezmasene desne
cˇestice spina n/2 u zakrivljenom prostoru bez dodatnih interakcija (bez nekih dodat-
nih potencijala osim gravitacije):
∇BA′ψBCDE... = 0 (5.79)
Odatle vidimo da je EM val φAB (foton) spina 1, te gravitacijski spinor ψABCD
spina 2, te da se iz Bianchijevih identiteta za oba spinora dobije upravo jednadzˇba
(5.79).
6 Svjetlosne kongruencije i Goldberg-Sachsov teorem
U ovom poglavlju c´emo se baviti kongruencijama svjetlosnih geodezika, no potrebno
je prvo definirati svaki novi pojam u toj recˇenici. Kako bi se najlaksˇe definiralo sˇto je
geodezik, definirajmo prvo sˇto je tangentni vektor krivulje.
Neka je dan koordinatni sustav (xa, A) gdje je A ⊂ M , te neka je dana neka
krivulja cˇije su koordinate dane kao:
xa = xa(u) (6.1)
gdje je u neki parametar krivulje. Sada se definira tangentni vektor te krivulje jed-










sˇto nam daje moguc´nost definicije tangentnog vektora bez poziva na bazu.
Definicija 6.1. tangentni vektor neke krivulje sa parametrom u je definiran kao
vektorsko polje va za koje vrijedi:
va∇au = k (6.4)
Definicija 6.2. Normalizirani tangentni vektor, tj. sa konstantom proporcional-
nosti k = 1 iz gornje definicije, neke krivulje sa parametrom u je definiran kao vek-
torsko polje va za koje vrijedi:
va∇au = 1 (6.5)
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Definicija 6.3. Svjetlosna krivulja je ona krivulja za cˇiji tangentni vektor vrijedi:
vava = 0 (6.6)
Tangentni vektor svjetlosne krivulje c´emo oznacˇavati sa la, kao vektor kompleksne
baze {l, n,m, m¯}.
Definicija 6.4. Geodezik je krivulja cˇiji su tangentni vektori takvi da vrijedi:
va∇avb ∝ vb (6.7)
S druge strane parametar u se naziva afini parametar ako vrijedi:
va∇avb = 0 (6.8)
Definicija 6.5. Svjetlosni geodezik je svjetlosna krivulja koja je ujedno i geodezik.
Pokazat c´emo kasnije u Robinsonovom teoremu, tj. teoremu 6.6, da krivulja svjetlos-
nog geodezika odgovara krivulji koju bi pratila svjetlosna zraka ravnog EM val.
Bit c´e nam potrebno sjetiti se da vrijedi la = oAoA′, te da po tablici 4.1b na stranici
33 imamo la∇aηuivD.
Definicija 6.6. Kongruencije su familije krivulja sa svojstvom da samo jedna krivulja
prolazi kroz bilo koju tocˇku promatranog podprostora od M . Posebno su korisne kad
su promatrane krivulje geodezici.
Napomena 6.6.1. Ponekad postoje tocˇke koje je potrebno iskljucˇiti neke tocˇke iz pro-
matranog prostora, jer posjeduju svojstva izvora ili uvira krivulja (
”
singulariteti”).
U koordinatnom sustavu koordinate geodezika kongruencije mogu biti dane kao:
xa = xa(u, y1, y2, y3) (6.9)
gdje je u parametar krivulje, yi su tri parametra koji odreduju o kojoj je krivulji
kongruencije rijecˇ.
Za opis kongruencije je potrebno definirati i tzv. vektor povezanosti. Vektor
povezanosti qa je vektorsko polje definirano duzˇ neke krivulje (koja je element kon-
gruencije) tako da oznacˇava pomak od tocˇke P na promatranoj krivulji do tocˇke P ′
na nekoj susjednoj krivulji, gdje tocˇke P i P ′ imaju jednaku vrijednost parametra u
na tim dvama krivuljama. U koordinatnom sustavu {xa} za kongruencije dane kao u




























gdje je va tangentni vektor krivulje dan kao u jednadzˇbi (6.2) sa k = 1. Za lijevu






























Buduc´i da taj izraz ne ovisi o koneksiji, kao sˇto je vidljivo u izrazu (G.15), mozˇemo
ga zapisati bez poziva na odredenu bazu pomoc´u Christoffelovih derivacija kao:
qb∇bva = vb∇bqa
sˇto je kovarijantna definicija vektora povezanosti qa
Definicija 6.7. Vektor povezanosti qa za danu neku krivulju je definiran kao vektor
za koji vrijedi:
qb∇bva = vb∇bqa (6.14)
gdje je va tangentni vektor te krivulje
6.1 Znacˇenje parametara  i κ
Svjetlosne kongruencije nam daju moguc´nost interpretacije pojedinih skalara iz ta-
blice 4.1a, kao sˇto c´emo vidjeti u nastavku.
Neka je dana svjetlosna krivulja sa tangentnim vektorom la, sada slijedi pomoc´u
jednadzˇbe (3.31) i tablica 4.3 i 4.4:
ld∇dla = Dla = (nbDlb)la + (lbDlb)na − (mbDlb)m¯a − (m¯bDlb)ma
= (+ ¯)la − κm¯a − κ¯ma (6.15)
Ta jednadzˇba
”
mjeri” promjenu vektorskog polja la pri pomicanju duzˇ krivulje kojoj
je tangentni vektor la. Ako sada uvedemo transformaciju spinora baze:
oA → o′A = χoA iA → i′A = χ−1iA (6.16)
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dobivamo ostale velicˇine koje ovise o spinornoj bazi kao:
D′ = rD
l′a = rla n′a = r−1na
′ = r+ rχ−1Dχ ¯′ = r¯+ rχ¯−1Dχ¯
κ′ = χ2rκ κ¯′ = χ¯2rκ¯ (6.17)
gdje je r = χχ¯, u je parametar krivulje kao u (6.5), te je normalizacija od la bila
uzeta tako da bude la∇au = 1. Parametar χ je odreden proizvoljno, te je vidljivo da
je moguc´e uzeti takav χ da poniˇsti , tj. da vrijedi:
′ = r(+ χ−1Dχ) = 0 (6.18)
Za takav izbor parametra l′a i dalje ostaje tangentan krivulji u smislu (6.4) jer vrijedi
l′a∇au = r.
Bez obzira na izbor parametra χ 6= 0, ili nekom transformacijom ι → αι + βo,
nije moguc´e napraviti da κ ide u nulu (ne smijemo mijenjati o→ αo+ βι jer onda la
viˇse ne bi bio tangenti vektor krivulje), sˇto znacˇi da κ
”




2|κ| je mjera iznosa odstupanja svjetlosne krivulje sa tangentnim
vektorom la od svjetlosnog geodezika.
φ = +pi − arg(κ) je mjera smjera odstupanja promatrane krivulje u ravnini
odredenoj vektorima xa i ya, i to tako da je φ kut smjera odstupanja mjeren od
vektora xa u pozitivnom smjeru prema ya.
Dokaz. Neka je
√
2κ = −(a− ib), gdje su a, b ∈ C, te neka je  = 0, sada imamo:
Dla = −(κm¯a + κ¯ma)
= <((a− ib)(xa + iya))
= axa + bya (6.19)
Ako posljednji cˇlan gornje jednadzˇbe izrazimo u kompleksnoj xy ravnini (pogledati
neku knjigu kompleksne analize, npr. [18]) dobivamo a+ ib = ρ exp(iφ), slijedi da je:
κ = |κ|ei arg κ = 1√
2
ρe−i(φ−pi) (6.20)
odakle slijedi tvrdnja teorema.
S druge strane, moguc´e je <() tumacˇiti kao mjeru produljenja vektora la para-
lelnim pomakom, no to i onako ovisi o parametrizaciji krivulje, pa ne nosi direktno
geometrijsko znacˇenje, i informaciju o toj krivulji.
Promotrimo sada jednostavan primjer svjetlosne krivulje koja nije geodezik.
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u gornjem izrazu je vektor la zapisan u bazi g aa = ∇axa koji je sama neovisna o
polozˇaju (vektori te baze se ne ”vrte”). Iz svojstva l
albgab = l
albηab = 0 odmah je
vidljivo da je promatrana krivulja svjetlosna krivulja.
Moguc´e je nadalje racˇunati Dla:
(Dla)g aa = D(l











gdje je iskoriˇsteno da g ab ne ovisi o polozˇaju. Odavde je moguc´e odrediti parametar

































odavde slijedi uz pomoc´ izraza (6.19):
Dla = −xa ⇒ κ = 1√
2
Krivulje iz ovog primjera sa naglasˇenom lokalnom i globalnom bazom je moguc´e
nac´i na slici 6.1. Mogli bismo rec´i da je κ koliˇcina negativnog zakretanja krivulje od
geodetske krivulje, tj. pravca u ovom primjeru.
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Slika 6.1: Krivulja iz primjera 6.1
6.2 Znacˇenje parametara ρ, σ i τ
Zˇelimo doc´i do interpretacije parametara ρ, σ i τ , no da bismo to mogli potrebno je
gledati kongruencije svjetlosnih krivulja, jer oni odreduju ponasˇanje susjednih svje-
tlosnih geodezika. Neka je dana neka kongruencija svjetlosnih krivulja, te za jedan
par krivulja promatrajmo vektor povezanosti qa. Vektor qa je moguc´e zapisati pomoc´u
baze {l, n,m, m¯} kao:
qa = gla + ζ¯ma + ζm¯a + hna (6.21)




(ζx + iζy) = |ζ|eiθ (6.22)
dobivamo:
qa = gla + hna + ζxx
a + ζyy
a (6.23)
Nadalje, uz pomoc´ izraz (6.14) slijedi:
D(qag aa ) = q
b∇b(la)




a − gca∇ala) (6.24)
Eksplicitno imamo dakle razvoj komponenti od qa pomakom duzˇ la:
Dg = (α + β¯)ζ + (β + α¯)ζ¯ + (γ + γ¯)h
Dζ = −ρζ − σζ¯ − τh
Dh = κζ¯ + κ¯ζ (6.25)
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Gdje smo prikladnom transformacijom
o→ λo
ι→ λ−1ι+ co (6.26)
stavili  = pi = 0 (pogledati u [4] str. 65. do 69.). Sˇtoviˇse, istom transformaci-
jom je moguc´e staviti i parametre α, β i γ da budu jednake nuli, bez da mijenjamo
geometriju krivulje.
Uzmimo sada geodetske svjetlosne krivulje, tj. takve da je κ =  = τ = 0. Sada
slijedi da je:
Dh = D(qal
a) = 0 (6.27)
sˇto znacˇi da se paralelnim pomakom h ne mijenja, pa za zrake za koje vrijedi qala = 0
u jednoj tocˇki krivulje to ostaje vrijediti duzˇ cijele krivulje, te ne ovisi o transformaciji
(6.26), koje odgovaraju Lorentzovom potisku duzˇ z osi uz tzv. svjetlosnu rotaciju
(pogledati [4] str. 65.).
Definicija 6.8. Dvije zrake za koje vrijedi qala = 0 nazivamo usporedne zrake.
Usporedne zrake mozˇemo predocˇiti ako kongruenciju zamislimo kao oblak fo-
tona, onda c´e zrake svjetlosti koje su usporedne prolaziti okomito na 2D ravninu u
lokalnom 3D prostoru. Smjer bi im bio duzˇ lokalne z osi, a prolaze okomito na xy
ravninu. |2ζ| predstavlja za takve zrake udaljenost dvije tocˇke prolaska u xy ravnini.
I to vrijedi za svakog opazˇacˇa! Sˇtoviˇse, moguc´e je pokazati da ako je h = 0, onda je
|ζ| invarijantno na transformacije 6.26.
Buduc´i da se pod transformacijom ιA → ιA + ωoA skalar τ , za razliku od ρ i σ koji










= τ + ωσ + ω¯ρ (6.28)
nezgodno je dati tumacˇenje skalara τ za σ i ρ razlicˇiti od nula, jer ovisi o orijentaciji
baznog spinora ι, no za σ = ρ = 0 ipak dajemo interpretaciju, kao sˇto slijedi u
teoremu.
Teorem 6.2. Za zrake za koje je h 6= 0, te σ = ρ = 0, konstanta τ odreduje
smanjenje udaljenosti i medusobnu rotaciju medu zrakama u nekom sustavu:
Dζ = −τh (6.29)
Dokaz tog teorema slijedi direktno iz jednadzˇbi (6.25).
Kako bismo dali interpretaciju za ρ i σ, promatrajmo dva usporedna svjetlosna
geodezika kongruencije, za njih imamo:
Dζ = −ρζ − σζ¯ (6.30)
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Teorem 6.3. Neka su ρ i σ dani kao:
ρ = k + it
σ = se2iθ (6.31)
parametar k = <(ρ) je parametar kontrakcije skupine usporednih svjetlosnih ge-
odezika, t je mjera rotacije ,a σ je mjera smicanja kongruencije tako da s = |σ|
oznacˇava iznos smicanja, a −θ + npi, gdje je n prirodan broj, je kut, mjereno od
vektora baze xa, pri kojem je stezanje kongruencije najvec´e, a kut −θ+ pi(2n+ 1)/2
pri kojem je rastezanje najvec´e.
Dokaz. Najprije pogledajmo za t = s = 0 vrijedi:
Dζ = −kζ (6.32)
Ako su krivulje dane parametrom u, udaljenost izmedu dvije krivulje je dana kao:
ζ(u) = ζ0e
−ku (6.33)
Sˇto znacˇi da je k mjera skupljanja krivulja (ako je k < 0 onda je ono mjera sˇirenja).
Nadalje, ako imamo s = k = 0 slijedi:
Dζ¯ = itζ¯ (6.34)
iz cˇega dobivamo s parametrizacijom u:
ζ¯(u) = ζ¯0e
itu (6.35)
Sˇto usporedbom s jednadzˇbama (6.22) i (6.23) mozˇemo protumacˇiti kao povec´anje
kuta kojeg zatvaraju vektori xa i qa u xy ravnini za iznos tu.
Naposljetku, za ρ = 0, σ 6= 0, s > 0, te ζ¯ = exp(iφ)|ζ| imamo:
Dζ = −sei2θζ¯ = −sei2(φ+θ)ζ (6.36)
gdje smo iskoristili ζ¯ = exp(i2φ)ζ. Sada za φ = −θ + npi, gdje je n prirodan broj,
imamo slucˇaj maksimalnog stezanja kao u (6.32), a φ = −θ + (2n− 1)pi/2 je kut pri
kojem je najvec´e sˇirenje.
Na slici 6.2 imamo prikaz ucˇinaka ρ i σ na kongruenciju svjetlosnih usporednih
geodezika prikazano u xy ravnini koju definira lokalna baza {l, n, x, y}
Primjer 6.2. Pogledajmo kako se ponasˇa povrˇsina omedena trima usporednim svje-
tlosnim geodezicima pri paralelnom pomaku duzˇ la. One za neku vrijednost pa-






(a) k = <(ρ) > 0 (b) t = =(ρ) > 0 (c) σ = se2iθ
Slika 6.2: Interpretacija ρ i σ kao djelovanje na kongruenciju afino parametriziranih
svjetlosnih geodezika za koje je i h = qala = 0. Puna crta predstavlja kongruenciju za
u = u1, a iscrtkana crta je za u = u2 > u1.
Povrˇsina trokuta koji omeduju te zrake je dana izrazom:







odavde imamo djelovanjem operatora realnog D na povrˇsinu A:
D(A) = D=(ζ1ζ¯2) = =(ζ¯2(Dζ1) + ζ1(Dζ¯2))
= = (−ζ1ζ¯2(ρ+ ρ¯)− (σζ¯1ζ¯2 + σ¯ζ1ζ2))
= = (−2kζ1ζ¯2 − 2<(σζ¯1ζ¯2))
= −2kA (6.38)
Sˇto znacˇi da jedino realni dio parametra ρ odreduje mijenjanje iznosa povrˇsine, dok
je =(ρ) samo vrti pojedine tocˇke, a σ mijenja oblik povrˇsine!
6.3 Goldberg-Sachsov teorem
Prije nego sˇto dotaknemo sam Goldberg-Sachsov teorem prvo c´emo pokazati dva




Teorem 6.4 (Mariot-Robinsonov teorem). Neka je Fab algebarski specijalan elek-
tromagnetski tenzor kao iz teorema 3.2. U podrucˇju bez izvora, ponovljeni svjetlosni
smjer tog tenzora generira kongruenciju svjetlosnih geodezika bez smika, tj. kon-
gruenciju sa κ = σ = 0
Dokaz. Iz dokaza teorema 3.2 zakljucˇujemo da za elektromagnetski spinor φAB vri-
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jedi φAB = αAαB, te ako orijentiramo spinor baze oA duzˇ αA imamo:
φAB = φoAoB (6.39)
sˇto u zapisu u bazi je :
φ00 = (−ιA)(−ιB)φAB = φ
φ11 = φ01 = φ10 = 0 (6.40)
buduc´i su Maxwellove spinorne jednadzˇbi u bazi dane kao






za A = 1 i A′ = 1 imamo:
φDCγ 11′CD = φ





1′ = 0 (6.41)
gdje su ostali cˇlanovi lijeve strane te Maxwellove jednadzˇbe jednaki nuli. Sada, iz
JAA
′
= 0 i φ 6= 0, slijedi da je σ = 0. Analogno, za A = 1 i A′ = 0 se dobije:






pa slijedi da je κ = 0. Time smo dokazali tvrdnju teorema.
S druge strane moguc´e je povezati postojanje kongruencije geodezika bez smika u
nekom prostoru sa postojanjem rjesˇenja Maxwellovih jednadzˇbi koja bi bili paralelni
s tom kongruencijom, i taj se teorem naziva Robinsonovim teoremom, no potreban
je i josˇ jedan pomoc´ni teorem o rjesˇivosti skupa jednadzˇbi.
Teorem 6.5. Dovoljan i potreban uvjet da neki skup jednadzˇbi
Aa∇aφ = f Ba∇aφ = g
ima rjeˇsenje, gdje je φ neko skalarno polje, a Aa i Ba su takva vektorska polja da
”zatvaraju povrˇsinu”, tj. da za njih vrijedi:
Aa∇aBb∇b −Ba∇aAb∇b = αAa∇a + βBa∇a (6.43)
je da vrijedi:
Aa∇ag −Ba∇af = αf + βg (6.44)
Za dokaz provjeriti teorem (2.8.1) u [19].
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Teorem 6.6 (Robinson). Ako postoji u prostor-vremenu kongruencija svjetlosnih
geodezika bez smika, onda postoji algebarski specijalno rjeˇsenje Maxwellovih jed-
nadzˇbi sa ponovljenim glavnim smjerom duzˇ krivulja kongruencije, tj. kao tan-
gentno polje tih krivulja kongrunecije.
Dokaz. Kako bismo provjerili postoji li rjesˇenje problema kao sˇto se tvrdi u Robinso-
novom teoremu uzmimo spinornu bazu tako da je duzˇ krivulje:
DoA = DιA = 0
To mozˇemo tako uzeti jer je  i pi moguc´e pogodnim transformacijama postaviti u
nulu, dok je κ = 0 iz uvjeta teorema. S druge strane,da je kongruencija bez smika
znacˇi da je σ = 0.
Za polje φAB = φoAoB imamo kao u prosˇlom teoremu samo φ00 = φ 6= 0. Maxwel-
love jednadzˇbe zaAA′ = 11 iAA′ = 10 su zbog κ = 0 i σ = 0 iz pretpostavki teorema
suviˇsne, no zato za AA′ = 01 i AA′ = 00 dobivamo jednadzˇbe:
δφ = φ(τ − 2β)
Dφ = ρφ (6.45)
Ako stavimo supstituciju θ = ln(φ) dobivamo jednadzˇbe:
δθ = (τ − 2β)
Dθ = ρ (6.46)
Iz djelovanja operatora Dδ − δD na neko skalarno polje:
(Dδ − δD)η = (la∇a(mb∇b)−ma∇a(lb∇b))η
=
(





(β + α¯)D − ρ¯δ)η (6.47)
zakljucˇujemo da la i ma zatvaraju povrsˇinu kao i polja Aa i Ba u jednadzˇbi (6.43).
S druge strane, ako primijenimo operator Dδ − δD na polje θ dobivamo:
(Dδ − δD)θ = D(τ − 2β)− δ(ρ)
= ρτ + ψ1 + Φ01 − 2(βρ¯+ ψ1)− ((α¯ + β)ρ+ τ(ρ− ρ¯)− ψ1 + Φ01)
= (α¯ + β)ρ+ ρ¯(τ − 2β) = ((α¯ + β)D + ρ¯δ)θ (6.48)
gdje smo u izracˇunu gornjeg izraza koristili NP jednadzˇbe (c), (d) i (i) na str. 248.
i 249. u [5]. Odakle zakljucˇujemo, po teoremu 6.5, postoji skalarno polje θ koje
zadovoljava jednadzˇbe (6.46), te je time dokazan teorem.
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Teorem 6.7 (Goldberg-Sachsov teorem). Riemannov tenzor u praznom nigdje
ravnom prostoru A ⊂ M (Rab = 0) ima ponovljeni smjer, tj. tipa je II ili specijal-
niji, ako i samo ako taj ponovljeni smjer definira kongruenciju svjetlosnih geodezika
bez smika. Matematiˇcki izrazˇeno:
κ = σ = 0⇔ Ψ0 = Ψ1 = 0 (6.49)
Dokaz. Kao sˇto smo vidjeli u poglavlju 4.8 Bianchijev identitet u vakuumu daje jed-
nadzˇbe (4.167), iz kojih direktno slijedi da za Ψ0 = Ψ1 = 0 i ΨABCD 6= 0 nuzˇno slijedi
κ = σ = 0.
S druge strane, ako pretpostavimo κ = σ = 0, te reparametrizacijom krivulja
ucˇinimo da je  = 0 iz NP jednadzˇbe (b) ( [5] na 248. str.) odmah slijedi:
Ψ0 = 0 (6.50)
NP jednadzˇba (d) iz ( [5] 249. str.) za σ = κ = 0 glasi:
δρ = τ(ρ− ρ¯) + ρ(α¯ + β)−Ψ1 (6.51)
Kada bi bilo da je ρ = 0, odmah bismo iz te jednadzˇbe imali Ψ1 = 0.
Pretpostavimo,dakle, da je ipak ρ 6= 0, moguc´e je sada ucˇiniti prikladnu transfor-
maciju ι → ι + ωo tako da τ → 0 uz κ = σ = 0. Jednadzˇba (c)(248. str [5]), uz
napomenu da je pi = −τ ′, sada postaje:
Ψ1 = −ρp¯i (6.52)





D(lnΨ1) = 4ρ (6.53)
iz cˇega slijedi:
(δD −Dδ)(lnΨ1) = 4δρ− 2Dβ
= 4(ρ(α¯ + β)−Ψ1)− 2(βρ¯+ Ψ1)
= 4ρ(α¯ + β)− 2βρ¯− 6Ψ1 (6.54)
gdje su koriˇstene NP jednadzˇbe (i) i (d). S druge strane, analogno kao u jednadzˇbi
(6.47), uz razliku da nismo unaprijed stavili pi u nulu (stavili smo τ → 0 pa smo
dobili jednadzˇbu (6.52)), imamo za neki skalar η:
(δD −Dδ)η = (− (p¯i + β + α¯)D + ρ¯δ)η (6.55)
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pa za η = ln(Ψ1) slijedi:
(δD −Dδ)ln(Ψ1) =
(− (p¯i + β + α¯)D + ρ¯δ)ln(Ψ1)
= −(β + α¯)4ρ+ 2ρ¯β − 4p¯iρ (6.56)










⇒ p¯i = 0⇒ Ψ1 = 0 (6.58)
Cˇime smo dokazali tvrdnju teorema.
6.4 Nasljedivanje simetrija elektromagnetskog polja
U proucˇavanju staticˇnih ili stacionarnih Einstein-Maxellovih rjesˇenja Einsteinove jed-
nadzˇbe (rjesˇenja Einsteinove jednadzˇbe u prostoru u kojem je tenzor energije i im-
pulsa Tab razlicˇit od nule zbog EM zracˇenja), cˇesto se pretpostavlja da je i sam Fab
staticˇan ili stacionaran, no eksplicitni protuprimjeri se vide u cˇlanku [20] .
Ipak postoje ogranicˇenja na nenasljedivanje simetrija, u Todovom cˇlanku [21] se
koriˇstenjem spinornog zapisa EM tenzor energije impulsa, izmedu ostalog, pokazˇe,
kao sˇto c´emo i mi pokazati, da je Liejeva derivacija Fab duzˇ Killingovog vektora, ako
je razlicˇita od nule, onda je nuzˇno proporcionalna Hodgeovom dualu od Fab. Iz toga
slijedi i da je SO(3) simetrija Tab ocˇuvana za Fab bez ponovljenog smjera.
Definicija 6.9. Stacionarno je ono prostor-vrijeme u kojem postoji realni vremenski
Killingov vektor, tj. vektorsko polje Ka za koje vrijedi:
LKgab = ∇aKb +∇bKa = 0
KaK
a = a > 0 (6.59)
gdje je LK oznaka za Liejevu derivaciju (definicija G.2).
Napomena 6.9.1. u nekom koordinatnom sustavu to je ostvareno ako metrika gab u
tom sustavu ne ovisi o vremenskoj koordinati
Definicija 6.10. Staticˇko prostor-vrijeme je stacionarno prostor-vrijeme u kojem Ka
nema vremensku ovisnost
Napomena 6.10.1. u staticˇkom prostor vremenu u koordinatnom sistemu interval ds2
je invarijantan na inverziju vremenske koordinate (t→ −t)
66
Mozˇe se pokazati da je liejeva derivacija Riemannovog tenzora duzˇ bilo kojeg
Killingovog vektora jednak nuli, iz toga slijedi:
LKGab = LK(Rab − 1
2
gabR) = 0 (6.60)
Odatle mora slijediti da je i Liejeva derivacija samog tenzora energije i impulsa jed-
naka nuli:
LKTab = 0 (6.61)












(φ¯ABLKφAB + φABLK φ¯AB) = 0 (6.63)
iz realnosti vektora Ka i operatora ∇a slijedi da je gornji izraz zadovoljen ako:
LKφAB = iaφAB (6.64)
gdje je a neka skalarna velicˇina. Iz toga slijedi da je dozvoljena
”
dualna rotacija”
tenzora Fab u vremenu tako da:
LKFab = −a∗F ab
LK∗F ab = aFab (6.65)
Time je na vrlo brz nacˇin pokazano da Fab nema nuzˇno istu simetriju kao i Tab.
Josˇ je moguc´e pokazati (pogledati [21]) da u slucˇaju kada je Fab takav da nema
ponovljeni smjer nuzˇno slijedi da skalar proporcionalnosti a zapravo konstanta. No
ako je Fab algebarski specijalan, tj. ako ima ponovljeni svjetlosni smjer, onda je ili a
konstanta ili ponovljeni smjer definira geodezik bez smika i bez rotacije.
Ocˇuvanje SO(3) simetrije kod Fab bez ponovljenog smjera se vidi na sljedec´i nacˇin:
neka prostor-vrijeme ima SO(3) simetriju generiranu s Killingovim vektorima X1, X2
i X3, koji tvore algebru prema
[Xi, Xj] = ijkXk i, j, k ∈ {1, 2, 3} (6.66)
gdje je ijk trodimenzionalni Levi-Civita tenzor, uz 123 = 1. Nadalje, iz jednadzˇbi
(6.65) znamo da je:
LXiFab = −ai ∗ Fab, i = 1, 2, 3 (6.67)
Koristec´i osnovna svojstva Liejeve derivacije imamo:
LX1LX2Fab − LX2LX1Fab = L[X1,X2]Fab (6.68)
Ako je Fab algebarski opc´enit, tj. bez ponovljenog smjera , po Todovom cˇlanku znamo
da su ai konstante, te je onda Liejeva strana gornje jednakosti nula, a desna daje
LX3Fab = −a3 ∗ Fab, odakle slijedi a3 = 0 (pod pretpostavkom da sam tenzor ∗Fab ne
iˇscˇezava). Analogno, ciklicˇkom zamjenom indeksa, dobije se i a1 = a2 = 0.
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7 Zakljucˇak
Nakon pocˇetnih algebarskih razmatranja i povezivanja spinora i tenzora i pripa-
dajuc´ih vektorskih prostora, uspostavili smo (lokalno) vezu spinora i vektora kao
objekata definiranih na mnogostrukosti, tako definirani spinori posluzˇili su za defi-
niciju i izgradnju svih velicˇina i formula
”
Einsteinove” tenzorske opc´e teorije relativ-
nosti.
Bogatija algebarska struktura kompleksnih spinora i spinorne formulacije je viˇsestruko
korisna, te nosi svoja predvidanja za koje uobicˇajeni tenzorski racˇun nije dovoljan ili
je previˇse kompliciran.
Za pocˇetak, u spinornom se zapisu cˇesto brzˇe uocˇavaju simetrije nekih tenzora
kao sˇto je slucˇaj sa tenzorom energije i impulsa elektromagnetskog polja zapisanog
pomoc´u spinora, kao sˇto smo vidjeli u poglavlju 5.1, te poglavljima o Goldberg-
Sachsovom teoremu i primjeru iz Todovog cˇlanka [21] o ne-nasljedivanju simetrija
EM polja.
Nadalje, spinorni formalizam se pokazao i korisnim u opisu kongruencija krivulja
zakrivljenog prostora.
Naposljetku, zbog vazˇnosti spinora u opisu gibanja cˇestica u kvantnoj mehanici
i relativisticˇkoj kvantnoj mehanici, spinorni formalizam klasicˇne opc´e teorije rela-
tivnosti nam je dao prirodan nacˇin prosˇirenja relativisticˇke kvantne mehanike na
zakrivljene prostore, kao sˇto smo vidjeli u poglavlju 5.2. Dobivene formule bi se mo-
glo podvrgnuti eksperimentalnoj analizi, te bi to znacˇilo pomak u vazˇnom pitanju
kvantne mehanike na zakrivljenim prostorima.
Za buduc´nost josˇ ostaje vidjeti koliko spinorni formalizam nosi prednosti u opisu
prirode u odnosu na uobicˇajeni tenzorski formalizam, kao npr. kakve su moguc´nosti
prosˇirenja spinornog formalizma na proizvoljan broj dimenzija.
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Dodaci
Dodatak A Vektorski prostori
Pogledati [7] za viˇse detalja.
Definicija A.1. Polje je uredena trojka (F,+, ·) gdje je F skup za cˇije elemente a,b,c
su definirane binarne operacije +:F× F→ F i ·:F× F→ F za koje vrijedi:
(a+ b) + c = a+ (b+ c) (A.1)
∃0 ∈ F : ∀a ∈ F, a+ 0 = a (A.2)
∀a ∈ F ∃ − a : a+ (−a) = 0 (A.3)
a+ b = b+ a (A.4)
(a · b) · c = a · (b · c) (A.5)
∃1 : ∀a ∈ F, 1 · a = a (A.6)
a · b = b · a (A.7)
a · (b+ c) = a · b+ a · c (A.8)
Definicija A.2. Vektorski prostor nad poljem F je uredena trojka (V,+, ·) gdje je V
neprazan skup za cˇije elemente su definirane operacije zbrajanja +:V × V → V i
mnozˇenja skalarom iz polja F · : F × V → V tako da vrijedi za svaki ζ, η, φ iz V te
a, b, 1 iz F:
1. asocijativnost zbrajanja
(ζ + η) + φ = ζ + (η + φ) (A.9)
2. postoji nula za zbrajanje
∃0 ∈ V : ∀ζ ∈ V, ζ + 0 = ζ (A.10)
3. postoji inverz za zbrajanje
∀ζ ∈ V ∃ − ζ ∈ V : ζ + (−ζ) = 0 (A.11)
4. komutativnost zbrajanja
ζ + η = η + ζ (A.12)
5. asocijativnost mnozˇenja skalarom
a · (b · φ) = (a · b) · φ (A.13)
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6. postojanje jedinice za mnozˇenje skalarom
∃1 ∈ F : 1 · ζ = ζ (A.14)
7. distributivnost mnozˇenja s obzirom na zbrajanje vektora
a · (η + φ) = a · η + a · φ (A.15)
8. distributivnost mnozˇenja s obzirom na zbrajanje skalara
(a+ b) · η = a · η + b · η (A.16)
Definicija A.3. Za dani skup {ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζn} ⊂ V kazˇemo da je linearno nezavisan
ako (ai ∈ F):
n∑
1
aiζi = 0⇔ ai = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n} (A.17)
Napomena A.3.1. Skup {ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζn} ⊂ V bismo nazvali linearno zavisnim ako
postoji {a1, . . . , an} ⊂ F,gdje je bar jedan aj 6= 0, takav da
∑n
1 aiζi = 0
Definicija A.4. Za dani skup {ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζn} ⊆ V kazˇemo da razapinje V ako za





Definicija A.5. Bazu vektorskog prostora definiramo kao linearno nezavisni skup iz
V koji ujedno razapinje V
Definicija A.6. Dimenzijom vektorskog prostora nazivamo broj elemenata baze tog
vektorskog skupa
Definicija A.7. Dualni vektor je preslikavanje iz vektorskog prostora u polje iznad
kojega je definiran vektorski prostor. Dualni vektor je element dualnog vektorskog
prostora.
Dodatak B 4-Vektori
Definicija B.1. 4-vektori (npr. U, V ) su elementi 4-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora(oznacˇimo ga s L(4)) nad poljem realnih brojeva gdje je definirana binarna rela-
cija (unutarnji produkt) · sa svojstvima:
1. komutativnost(simetricˇnost)
U · V = V · U (B.1)
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2. bilinearnost
(aU) · V = U · (aV ) = aU · V (B.2)
(W + U) · V = W · V + U · V (B.3)
3. nedegeneriranost (postoji samo jedna nula)
4. posjeduje signaturu (+,−,−,−)
Napomena B.1.1. signatura (+,−,−,−) znacˇi da postoji ortonormirana baza ai pros-
tora L za koju vrijedi :
ai · aj = ηij i, j ∈ {0, 1, 2, 3} (B.4)
gdje je ηij =

0 i 6= j
1 i = j = 0
−1 i = j, i, j ∈ {1, 2, 3}
(B.5)
Napomena B.1.2. vektor U ∈ L(4) je moguc´e zapisati u bazi kao
U = U iai (B.6)
Definicija B.2. Unutarnji produkt 4-vektora sa samim sobom nazivamo Lorentzova
norma:
‖U‖ = (U iai) · (U jaj) (B.7)
= U iU jηij (B.8)
= (U0)2 − (U1)2 − (U2)2 − (U3)2 (B.9)
Definicija B.3. 4-Vektore za koje vrijedi ‖U‖ > 0 nazivamo vremenskim, ‖U‖ < 0
prostornim, a za koje vrijedi ‖U‖ = 0 svjetlosnim. Jednim imenom vektore za koje
vrijedi ‖U‖ ≥ 0 nazivamo kauzalnim.






Ako su {aˆjˆ} 4-vektori nove baze takoder ortonormirani kao i prosˇli tu transformaciju
nazivamo Lorentzovom:
aˆi · aˆj = ηij ⇔ ΛikΛjlηkl = ηij (B.11)
Svaku je Lorentzovu transformaciju Λi
jˆ moguc´e napisati uz pomoc´ generatora















1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0





−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




definiraju 4 disjunktne klase Lorentzovih transformacija medu kojima nema prijelaza
neprekidnim mijenjanjem parametara θij. Spomenute klase su:
1. Ogranicˇene transformacije Λ0
0 > 0 det(Λi
jˆ) = 1
2. inverzija vremena Λ0
0 < 0 det(Λi
jˆ) = 1
3. refleksija prostora Λ0
0 > 0 det(Λi
jˆ) = −1
4. refleksija prostora i inverzija vremena Λ0
0 < 0 det(Λi
jˆ) = −1
Od tih klasa samo klasa ogranicˇenih Lorentzovih transformacija cˇini pravu podgrupu
Lorentzovih transformacija, jer jedina sadrzˇi jedinicˇnu transformaciju.
Dodatak C Neke matematicˇke definicije
Definicija C.1. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je pravilo po kojem
svakom x iz W pridruzˇujemo y iz V
Definicija C.2. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je surjekcija ako
∀y ∈ V ∃x : f(x) = y (C.1)
Definicija C.3. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je injekcija ako vrijedi:
x1, x2 ∈ W : f(x1) = f(x2)⇔ x1 = x2 (C.2)
Definicija C.4. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je bijekcija ako je injek-
cija i surjekcija.
Definicija C.5. Za dva vektorska prostora W,V nad F je neko preslikavanje f : W →




f(x+ y) = f(x) + f(y) (C.3)
f(ax) = af(x) (C.4)
2. ako je definirana neka druga binarna operacija u V i W, npr. ·, onda vrijedi:
f(x · y) = f(x) · f(y) (C.5)
Definicija C.6. Ako postoji homomorfizam izmedu W i V kazˇemo da su ta dva pros-
tora homomorfni
Definicija C.7. Ako je homomorfizam f : W → V bijektivan, f nazivamo izomorfiz-
mom, a prostore W i V nazivamo izomorfnim
Napomena C.7.1. mozˇe se vidjeti da izomorfni prostori imaju istu dimenziju
Definicija C.8. anti-izomorfizam bi bio izomorfizam sa razlikom da umjesto svojstva
(C.4) vrijedi:
f(ax) = a¯f(x) (C.6)
Dodatak D Totalno refleksivni vektorski prostori
U ovom dodatku koristimo konvenciju apstraktnih indeksa koja je uvedena u poglav-
lju 2.3, te koristimo tamo definirane pojmove vanjskog produkta, ali s prosˇirenjem
na opc´enite vektorske prostore.
Definicija D.1. Refleksivnim vektorskim prostorom nazivamo prostor V a ako je
izomorfan svom dualnom prostoru Va
Definicija D.2. Vektorski prostor V nad F je potpuno refleksivan ako je svako mul-
tilinearno preslikavanje A : V a1 · · · × V an × Vb1 × · · ·Vbm → F moguc´e napisati kao
linearnu kombinaciju vanjskih produkata vektora (v(i), w(i), . . .) iz V i dualnih vek-
tora (x(i), y(i), . . .) iz dualnog vektorskog prostora V ∗, tj. ako je svaki A ,uz α ∈ F, sa
svojstvima:
A b1...bma1...an : V
a1 · · · × V an × Vb1 × · · ·Vbm → F (D.1)
A b1...bma1...an v(1)
a1(v(i)ai + αw(i)ai) · · · v(n)anx(1)b1 · · ·x(n)bn =
A b1...bma1...an v(1)
a1v(i)ai · · · v(n)anx(1)b1 · · ·x(n)bn+
αA b1...bma1...an v(1)






vb1(i) · · ·wbn(i)xa1(i) · · · yan(i) (D.3)
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Napomena D.2.1. Iz definicije slijedi:
A b1...bma1...an ∈ Va1 · · · × Van × V b1 × · · ·V bm (D.4)
Teorem D.1. Dovoljan, no ne i nuzˇan, uvjet da refleksivni vektorski prostor bude
potpuno refleksivan je to da posjeduje konacˇnu bazu.
Dokaz. provjeriti poglavlje 2.3 u [5]
Teorem D.2. Vektorsko polje definirano na Hausdorff parakompaktnoj mnogostru-
kosti (kao u F), cˇiji skalari S ∈ F , S : M → F nisu prestrogo definirane funkcije
(C0, C1, . . . , C∞ ali ne i Cω, tj. jedanput dvaput,. . . ,beskonacˇno puta derivabilne
funkcije su dobre definicije, ali zahtjev analitiˇcnosti je prestrog), te ako barem lo-
kalno postoji baza tog polja, je potpuno refleksivno
Dokaz. Pogledati poglavlje 2.4 u [5]
Dodatak E Mnogostrukost
Za viˇse pojedinosti oko ovog poglavlja pogledati 4. poglavlje knjige Penrosea i Rind-
lera [5].
Definicija E.1. Mnogostrukost M je skup tocˇaka cˇija su svojstva odredena nepraznim
skupom F , gdje je f ∈ F (f nazivamo skalarom) preslikavanje:
f : M → R (E.1)
Neki skup je mnogostrukost ako zadovoljava sljedec´e aksiome:
Aksiom 1. Ako f1, f2, . . . , fr ∈ F i ako je F : Rr → R beskonacˇno puta derivabilna
funkcija r realnih varijabli, onda je F (f1(P ), f2(P ), . . . , fr(P )) ∈ F , gdje je P ∈M
Napomena E.1.1. Funkcija f : R→ C je beskonacˇno derivabilna (uobicˇajena oznaka
je f ∈ C∞), gdje je C ∈ R neka konstanta vrijednost, pa je f(P ) ∈ F . Skup svih
konstantnih preslikavanja, oznacˇimo ga s R, je ocˇito izomorfan sa R.
Za f, g ∈ C∞ slijedi f + g ∈ C∞ i fg ∈ C∞ iz toga slijedi da je F komutativni
prsten (za definiciju pogledati [8]), a takoder je F i vektorski prostor nad R
Definicija E.2. Neka je f ∈ F i neka f(P ) 6= 0 za neku tocˇku P ∈M .
F -okolina tocˇke P je skup:
A = {x ∈M : f(x) 6= 0} (E.2)
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Ocˇito je presjek dvaju F -okolina takoder F -okolina, jer ako je A skup za koji
f(x) 6= 0 i B skup za koji g(x) 6= 0, onda je C = A ∩ B skup tocˇaka x za koje
h(x) = f(x)g(x) 6= 0.
Definicija E.3. Podskup od M nazivamo otvorenim akko je unija F -okolina
Teorem E.1. Svaki element iz F je neprekidna funkcija, tj. za svaki f ∈ F i V
otvoreni podskup od R vrijedi:
f−1(V ) = {x ∈M : f(x) ∈ V } (E.3)
je otvoreni skup
Dokaz. Buduc´i su i unija i presjek otvorenih skupova otvoren skup dovoljno je doka-
zati neprekidnost svih f ∈ F za jedan otvoreni podskup od R:
V =< a, b >= {y ∈ R : a < y < b} (E.4)
Neka je Ba,b ∈ C∞ dan kao:
Ba,b(x) =
{
0 x ≤ a ∧ x ≥ b
1 a < x < b
(E.5)
Sada za svaki f ∈ F skup
A = {x ∈M : Ba,b(f(x)) 6= 0} (E.6)
predstavlja skup svih x ∈M takvih da je f(x)u intervalu < a, b >,tj.
A = {x ∈M : f(x) ∈ V } (E.7)
Po definiciji F -okoline iz (E.6) slijedi da je A F -okolina neke tocˇke, pa je prema tome
A otvoren skup
Aksiom 2. ako g : M → R i ako za svaku tocˇku P iz M postoji F -okolina A od tocˇke
P i f ∈ F unutar koje f = g, onda g ∈ F
Aksiom 3. Za svaki P ∈M postoji F -okolina A od P i n elemenata x1, x2 . . . , xn ∈ F
takvih da:
1. za dvije razlicˇite tocˇke P1, P2 ∈M bar je jedan od n elemenata razlicˇit u te dvije
tocˇke,tj.:
∃i ∈ {1, 2, . . . , n} : xi(P1) 6= xi(P2) (E.8)
2. svaki f ∈ F mozˇe se izraziti kao C∞ funkcija od x1, x2 . . . , xn
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Aksiom 3 otkriva M kao lokalno slicˇan Rn. Skalare x1, x2 . . . , xn nazivamo lo-
kalnim koordinatama oko P , okolinu A lokalnom koordinatnom okolinom, a par
(A, {x1, x2 . . . , xn}) lokalnim koordinatnim sistemom. Za dva koordinatna sistema
(A, {x1, x2 . . . , xn}) i (B, {y1, y2 . . . , yn}) iz druge tocˇke aksioma 3 slijedi da u tocˇkama
presjeka od A i B jedne koordinate moraju se moc´i napisati kao C∞ funkcije drugih.
Teorem E.2. M je Hausdorffov topolosˇki prostor, tj. u njemu vrijedi da za svake
dvije razliˇcite tocˇke P,R ∈ M postoje dvije disjunktne F -okoline od kojih svaka
sadrzˇi jednu od te dvije tocˇke.
Dokaz. Slijedi iz aksioma 2 i 3, za tocˇan dokaz pogledati 183. stranicu iz [5].
Postoje josˇ dva aksioma koja poblizˇe opisuju M :
Aksiom 4. Pomoc´u prebrojivo mnogo F -okolina {A1, . . . , An} moguc´e je svaku F -
okolinu izraziti kao uniju nekih od tih okolina.
Ovaj aksiom na mnogostrukosti osigurava parakompaktnost. Za definiciju para-
kompaktnosti i viˇse detalja pogledati str.53. u [9]. Svojstvo parakompaktnosti, uz
dodatno svojstvo da je mnogostrukost Hausdorffovog tipa, osigurava potpunu reflek-
sivnost vektorskog polja definiranog na mnogostrukosti. Za viˇse detalja pogledati
poglavlje 2.4 u [5].
Aksiom 5. M je povezan, tj. on nije unija dva ili viˇse disjunktnih skupova
Taj posljednji aksiom je uobicˇajen za prostorno-vremensku mnogostrukost.
Dodatak F Vektorska polja
Definicija F.1. Neka je k ∈ R tj. konstantno preslikavanje, te f, g ∈ F . Kon-
travarijantno vektorsko polje V na mnogostrukosti M se definira kao preslikavanje
V : F → F sa svojstvima:
1. preslikavanje konstante u nulu
V (k) = 0 (F.1)
2. linearnost
V (f + g) = V (f) + V (g) (F.2)
3. Leibnizovo pravilo deriviranja
V (fg) = V (f)g + fV (g) (F.3)
Skup svih vektorskih polja oznacˇavamo sa L
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Neka imamo preslikavanje W : F → F u nekom koordinatnom sustavu (A, xi)
dano kao:





W i ∈ F , ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n} (F.5)












gdje su koordinate od P (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) a od P2 (x1, x2, . . . , xi + δxi, . . . , xn)
. U okolini A na kojoj su definirane lokalne koordinate c´e se cˇesto uzimati da je
tocˇka P ∈ M zapravo funkcija koordinata. Odatle je moguc´e vidjeti da operator W
zadovoljava uvjete iz definicije F.1. Sˇtoviˇse, dokazat c´emo da je zapravo svaki W ∈ L
moguc´e napisati u obliku kao u izrazu (F.4).
Teorem F.1. Ako je dan W ∈ L, definiran kao u F.1, tada u bilo kojem lokalnom
sustavu koordinata (A, xi) vrijedi :




gdje je W a ∈ F





= Wbδab = W
a (F.9)
2. da je doista svaki W ∈ L moguc´e napisati u obliku (F.8) slijedi iz: neka je
f ∈ F , (A, xi) koordinatni sustav, a P,X tocˇke iz A ⊂M . Koordinate od X u A
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su (X1, . . . , Xn) a od P su (x1, . . . , xn), slijedi:






f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)dt





∂(Xa − tXa + txa)
(
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn))
·
(









∂(Xa − tXa + txa)
(
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)) dt
(F.10)
Ako sada na f(x1, . . . , xn) djelujemo sa W drzˇec´i polozˇaj X fiksnim, a varirajuc´i





∂(Xa − tXa + txa)
(
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)) dt
(F.11)
slijedi:
W(f(P )) = W(xa)ga(P ) + (x
a −Xa)W(ga(P )) (F.12)
Izvrijednjeno u tocˇki P = X, i definirajuc´i W(xa) = W a :








Definicija F.2. definiramo zbrajanje vektorskih polja i mnozˇenje skalarom:
1. zbrajanje
(W +V)(f) = W(f) +V(f) ∀f ∈ F (F.14)
2. mnozˇenje skalarom, h ∈ F
(hW)(f) = h(W(f)) ∀f ∈ F (F.15)
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Teorem F.2. L je vektorski prostor nad F
Dokaz. lako se provjeri iz definicije F.2 jer su hW i W +V elementi iz L.
Buduc´i je L potpuno refleksivni vektorski prostor (pogledati teorem D.2) moguc´e
je definirati dualni vektorski prostor (i polje) od prostora L, te kao u sekciji 2.3 uvesti
oznake apstraktnih indeksa, npr.:
Ladeg = La × Ld × Le × Lg (F.16)
V adeg ∈ Ladeg : La × Ld × Le × Lg → F (F.17)
Dodatak G Koordinatna derivacija i afina koneksija












dok dualna baza glasi:
g1 = dx
1,g2 = dx
2 . . . ,gn = dx
n (G.2)
Po uzoru na poglavlje 4.1 imamo za dualnu bazu u zapisu pomoc´u apstraktnih
indeksa:
gaa = ∇axa (G.3)


















d . . . (G.5)
Definicija G.1. Za neku opc´enitu bazu gaa, g
a
a , ne nuzˇno povezanu sa koordinatnom
derivacijom (tj. koordinatnom bazom) kao u izrazima (G.1)-(G.4), definiramo sim-
bole koneksije afinog prostora kao:
Γ cab = (∇agbb)gaagcb (G.6)
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Moguc´e je rec´i da afina koneksija oznacˇava promjenu same baze od tocˇke do
tocˇke. Pomoc´u simbola afine koneksije moguc´e je izraziti komponente kovarijantne
derivacije kontravarijantnog vektora:
(∇aV b)gaagcb = (∇a(gbbV b))gaagcb (G.7)
=
(∇a(gbb)V b + gbb∇a(V b)) gaagcb (G.8)
= Γ cab V
b +∇a(V c)gaa (G.9)
= Γ cab V
b +∇aV c (G.10)
Sada iz izraza:
0 = ∇a(δcd) = ∇a(gcbgbd) = ∇a(gcb )gbd + gcb∇a(gbd) (G.11)
slijede komponente kovarijantne derivacije kovarijantnog vektora:
(∇aVb)gaagbb = ∇aVb − Γ cab Vc (G.12)
Teorem G.1. Za kovarijantnu derivaciju tenzora opc´enitog ranga vrijedi:
(∇aT df...bc... )gaagbbgccgdd gff . . . = (∇aTdf ...bc... )− Γ gab Tdf ...gc... − . . .+ Γ dag T gf ...bc... + . . . (G.13)
Teorem G.2. Moguc´e je iz toga vidjeti da mnogi izrazi ne ovise o afinoj koneksiji,
tj. o derivaciji baza u kojima su zapisane. Takvi izrazi poprimaju iste oblike za bilo
koju kovarijantnu derivaciju u bilo kojem sustavu koordinata. Neki primjeri izraza
koji su invarijantni za bestorzijske kovarijantne derivacije:
∇[aAb1...bn] (G.14)
Ua∇aV b − V a∇aU b (G.15)
Ua∇aAbc + Aac∇bUa + Aba∇cUa (G.16)
Dokaz. 1. dvije kovarijantne derivacije razlikuju se do na derivacije baza:
(∇a − ∇˜a)(V b) = (∇a − ∇˜a)(V bgbb)
V b(∇a − ∇˜a)(gbb) (G.17)
gdje smo iskoristili to da su sve kovarijantne derivacije skalara iste jer su samo
slike od df (pogledati poglavlje 4.1).
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2. izraz (G.16) ne sadrzˇi derivacije baze:
Ua∇aAbc + Aac∇bUa+Aba∇cUa =
= Ua∇a(gbb gccAbc) + Aac∇b(gaaUa) + Aba∇c(gaaUa)
(G.18)
= Ua
(∇a(gbb )Abc +∇a(gcc )Abc +∇a(Abc)gbb gcc)
+ Aac (∇b(gaa)Ua + gaa∇b(Ua))




+ UaAbc (∇a(gcc )−∇c(gca))
+ Ua∇a(Abc)gbb gcc + Aac (∇bUa) + Aba (∇cUa)
(G.20)
= Ua∇a(Abc)gbb gcc + Aac (∇bUa) + Aba (∇cUa) (G.21)
gdje je u (G.20) koriˇsteno (G.11), a u (G.21) cˇinjenica da je svaki element iz La
moguc´e napisati kao ∇af ; f ∈ F pa slijedi da
∇a(gcc )−∇c(gca) ∝ T dac Xd = 0 (G.22)
3. Na slicˇan nacˇin se dokazuju i ostala dva izraza.
Izrazi (G.15) i (G.16) su posebni oblici operacije koja je neovisna o afinoj konek-
siji. Ta operacija se zove liejeva derivacija.
Definicija G.2. Za vektorsko polje Xa liejeva derivacija duzˇ polja Xa, oznacˇeno s




e∇eT ab...fg... −∇e(Xa)T eb...fg... −∇e(Xb)T ae...fg... − . . .
+∇f (Xe)T ab...eg... +∇g(Xe)T ab...fe... + . . . (G.23)
Definicija G.3. Konformni Killingov vektor Ka je vektorsko polje za koje vrijedi:
LKgab ∝ gab (G.24)
Definicija G.4. Killingov vektor je vektorsko polje Ka za kojeg vrijedi:
LKgab = 0 (G.25)
Napomena G.4.1. svaki Killingov vektor je ujedno i konformni Killingov vektor
Definicija G.5. Djelovanje Liejeve derivacije duzˇ polja Xa na spinore se mozˇe defini-
rati samo ako je Xa konformni Killingov vektor (pogledati poglavlja 6.5 i 6.6 u [6]).




a∇a(ψA...B′...C...D′...)− h AE (ψE...B
′...
C...D′...)− . . .
−h¯ B′E′ (ψA...E
′...
C...D′...)− . . .+ h EC (ψA...B
′...




C...E′...) + . . . (G.26)
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Definicija G.6. Baze 4-dimenzionalnog prostora ηaa = (t








su vektori baze koju nazivamo
”




b = ηab =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0




W aˆAA′ gaˆbˆ(P )W
bˆ
BB′ = ABA′B′ (G.30)
gdje su indeksi sa kapicom oznake da su izrazi zapisani u nekoj koordinatnoj bazi,
a gaˆbˆ(P ) je metrika odredena na monogostrukosti M u koordinatnom zapisu kao
funkcija polozˇaja P .
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